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A. ARTAN ve AZALAN 


FONKSİYONLAR 


1. 


Artan Fonksiyon 





BcCACR, f:A>R birfonksiyon olsun. 


Her x,, X e B için, 


X, <X, iken f(x,) < İfx,) ise f(x) fonksiyonu B üzerinde artandır. 


Tsi el 


HR>Rİ 


(0) 5x2 41 


tonksiyonunu inceleyelim. 


özüm 


(6) >Xx2 41 ise (1) -2dir 


ise (2) -5 tir. 


Bunu f nin grafiği 


1<2 ve f(1) <f(2) dir. 





Bu durum, fonksiyonun tanım kümesindeki bütün değerler için geçerli midir? 
Yani, x artan değerler alırken f(x) de artan değerler alır mı? 


iğini çizerek görelim: 


yaxi 1 








— ler. 
Gy hirsasinese 


> 
X 


Bir de tablo ile x ve 1(x) i inceleyelim: 















































mmm mann 
Xx 1 2 3 4 Xx 
1) 2 5 10 | 17 |... haki 
amam 


Grafikte ve yukarıdaki tabloda görüldüğü gibi, tanım kü- 
mesindeki bütün xler için, x ler artan değerler alırken y 
ler de artan değerler alır. 


Buna göre,f: Rt — R*,f(x) - x * 1 artan fonksiyon- 
dur. 


Uygulama 
HR—>SR 
2241 


olmak üzere, f(x) artan bir fonksiyon değildir. Çünkü, 





(0) -xX2 41 ise 11) -2dir. 
ise (0) - 1 dir. 


—1 <0 iken ve 1(-1) > ((0) dır. Bu da artan fonksiyon 
tanımına aykırıdır. 


Uygulama 

















Yukarıda grafiği verilen f: R—> R, f(x) - 2 artan fonk- 
siyondur. 




















X e 1 e' 
y-nx| . 7-2 /0 Zi / 


Yukarıda grafiği ve tablosu verilen f: R* — R,f(x) —Inx 
artan fonksiyondur. 














2. Azalan Fonksiyon 
BcAcCR, ft:A—>R bir fonksiyon olsun. 
Her X,, Xe€eB için, 


X, < X, iken f(x,) > f(x.) İse f(x) fonksiyonu B üze- 
rinde azalandır. 


Ml öd 
if 


'R—>Rİ 
WE x241 


fonksiyonunu inceleyelim. 


Çözüm 

(6) >x2 41 ise f(-1) -2dir. 
ise (2) -5 tir. 

-2<-1 ve 1(-2) >1(1) dir. 


Bu durum, fonksiyonun tanım kümesindeki bütün 
değerler için geçerli midir? Yani, x artan değerler alırken 
f(x) de azalan değerler alır mı? 


Bunuf nin grafiğini çizerek görelim: 














Grafikte ve yukarıdaki tabloda görüldüğü gibi, tanım kü- 
mesindeki bütün x ler için, xler artan değerler alırken y 
ler azalan değerler alır. 


Bunagöre,f:R-—R*,f(x) — x2 $ 1 azalan fonksiyon- 
dur, 








Uygulama 
ER—>R 
(2x H1 
olmak üzere, f(x) azalan bir fonksiyon değildir. Çünkü, 
(0) >Xx2 4 1 ise f(1) -2dir 
ise (2) <5 tir 


1 <2 iken ve f(1) < f(2) dir. Bu da azalan fonksiyon 
tanımına aykırıdır. 


HR—>ER,10) — Xx * 1 artan fonksiyon da değildir. 








İRİ> Rİ, f(x) — x * 1 artan fonksiyondur. 
İHR—>ER,İO) - x 4 1 artan fonksiyon değildir. 
İHR—>ER,İE) < x * 1 azalan fonksiyon değildir. 


İR>Rİ, İH) —x * 1 azalan fonksiyondur. 








Yukarıda grafiği verilen 


110,2) >R, f(x) — in(2—x) 


azalan fonksiyondur. 





Uygulama 

Xx 0 za 7 De 
2 2 

snxl o / 1 N 0 — 


olmak üzere, y — sinx in grafiğini verelim: 





ix) <sinx 











se, 2)>R İ(x)sinx artandır. 


iG >), f(x) ssinx azalandır. 














Grafiği yukarıda verilen, 10)-7 bağıntısını ince- 


leyelim. 


Gözüm 
Verilenlere göre, 


Xx < 0 için f(x) azalandır. (x ler azalan değerler alırken 
1() ler artan değerler alır.) 


x > 0 için f(4) azalandır. (x ler azalan değerler alırken 
10) ler artan değerler alır.) 


Ancak f fonksiyonu daima azalan değildir. 


Çünkü -1 < 1 iken ve f(—1) < f(1) dir. Bu da azalan 
fonksiyon tanımına aykırıdır. 

































































Uygulama 


Herxe Riçin-xe Rdir. 


Örneğin 2 e Riçin-2e Rdir. 


Bu durumda reel sayılar kümesi, simetrik kümedir. 


uygulama 


Doğal sayılar kümesi, simetrik küme değildir. Çünkü, 


4e Niçin-4e Ndir. 


Uygulama 

A-/-1,0, 1) simetrik kümedir. 
B-/-1,0,1, 2) simetrik küme değildir. 
C-4/-2,-1,0, 1) simetrik küme değildir. 


B. ÇİFT FONKSİYON 


ffonksiyonu simetrik bir A kümesi üzerinde tanımlı ol- 
sun. Herxe Aiçin, 


1)  İ) 


ise 1, çiftfonksiyondur. 


Ülmek .d 


RR 
(0) > x-3 


fonksiyonunu inceleyelim. 





Çözüm 
İM) x2 -3 ise 1(—x)-(-x)7 -3 


ise İ(—x)-x7 -3 


ise İ(—x)-1f(x) tir. 


Bu durumda f, çift fonksiyondur. 


ye «5 


İT) — cosx 


fonksiyonunu inceleyelim. 


Çözüm 

İ(x) —cosx ise f(—x)-cos(—x) 
ise İ(—X)cosx 
ise İ(—-x)-1f(Xx) tir. 


Bu durumda f, çift fonksiyondur. 








Çift fonksiyonların grafikleri y eksenine göre si- 
metriktir. 


Örneğin, 


iÇ) — x çift fonksiyon olup grafiği y eksenine göre si- 
metriktir. 





C. TEK FONKSİYON 


f fonksiyonu simetrik bir A kümesi üzerinde tanımlı ol- 
sun. Herxe A için, i 


a) > 6) 


ise f, tek fonksiyondur. 











TÜ isek .. 6 


g(x)-2xİ 44x 


fonksiyonunu inceleyelim: 


Çözüm 

g(x)-2x5 44x ise g(-x)-2(-x)” #4(-x) 
ise g(—x)--2x5 —4x 
ise 9g(—x)-—(2x 4x) 
ise g(—Xx)-—g(Xx) tir. 


Bu durumda g, tek fonksiyondur. 
















Tek fonksiyonların grafikleri orijine göre simetrik- 
tir. 





f(x) — x tek fonksiyon olup grafiği orijine göre simet- 
riktir. 





yzf) 








i(X)>3xİ Kİ le eşe 


fonksiyonunu inceleyelim. 


Çözüm 


1((X)23x3 41 ise f(—x)-3(—x)İ #1 

ise ((—x)--3x3 41 dir. 
1Cx),.1f0) e yada - (x) e eşit olmadığından dolayı, 
fonksiyonu ne çift ne de tek fonksiyondur. 


Bu fonksiyonun grafiği, y eksenine göre simetrik ol- 
madığı gibi orijine göre de simetrik değildir. 











D. BİR FONKSİYONUN TANIM KÜMESİ 


Kuralı verilmiş bir fonksiyonun tanımlı olduğu en geniş 
reel sayı kümesine o fonksiyonun tanım kümesi (tanım 
aralığı) denir. 


1. Pelinem Fonksiyonun Tanım Kümesi 
Zi —1 
İO) sa,xX'ta, ,X'“'4*..ta,x ta, 


şeklindeki reel katsayılı polinom fonksiyonları bütün 
reel sayılar için tanımlıdır. 


Tanım kümesi A ile gösterilirse, polinom fonksiyonları- 
nın tanım kümesi A - Rolur. 


mi .8 


f()  x2—-8x * 5 fonksiyonunun en geniş tanım ara- 
fığını bulalım. 


Çözüm 


f6) x x2—8x * 5 bir polinom fonksiyonudur. Polinom 
fonksiyonlarının en geniş tanım kümesi reel sayılar kü- 
mesi olduğuna göre, en geniş tanım kümesi, 


AzRdir 


Uygulama 
(0) -xX-2x-4*1 bir polinom fonksiyonudur. 


Polinom fonksiyonlarının en geniş tanım kümesi reel sa- 
yılar kümesi olduğuna göre, f nin en geniş tanım kü- 
mesi, 


TR dir. 


2. Rasyonel Fonksiyonların Tanım Kümesi 


P(x) 


Mal) 





şeklindeki rasyonel fonksiyonlar 


O() < 0 için tanımsızdır. 


Op) — 0 denkleminin çözüm kümesi Ç — B ise f(x) 
fonksiyonunun en geniş tanım kümesi (tanım aralığı) 


A-R-B olur. 



































Ül mek ii ? 


Xİ 44X 





iO)z 
© Xİ —4X 


fonksiyonunun en geniş tanım kümesi aşağıdakiler- 
den hangisidir? 


A) 1-2, 0, 2) B) t2. 2) C) R 
DR - (-2,2) DR -1-2,0,3) 
Çözüm 


Verilen 164 fonksiyonu xİ — 4x - O denklemini sağlayan 
x değerleri için tanımsızdır. Buna göre, ' 


xX3 -4x-0 isex: (2-4) 0 
isex: (X-2) (© *2)-0 
isex - Oveyax—-2-0Oveyax12-0 
ise x - O veya X-2 veya x--2dir. 


8 — 4x - 0 denkleminin çözüm kümesi Ç — 4-2, 0, 2) 


olduğuna göre, f(x) fonksiyonunun en geniş tanım kü- 


mesi R— (-2,0,2) olur. 
Cevap E 


Kind .. 10 


Xİ —5x2 41 
ez x2 3x 


fonksiyonunun en geniş tanım kümesini bulalım. 


Çözüm 
Verilen f(x) fonksiyonu x -3x - 0 denklemini sağlayan 
x değerleri için tanımsızdır. Buna göre, 
X2 -3x0 ise x(X—3)-0 
ise (x-0 veya x—-3-0) 
ise (X-0 veya x-3) tür. 
Xx - 3x - 0 denkleminin çözüm kümesi, 
Ç—10,3) tür 
Buna göre, f(x) fonksiyonunun en geniş tanım kümesi, 


T-R-10,3) olur. 








3. Çift Dereceden Köklü Fonksiyonların 
Tanım Kümesi 


n bir pozitif tam sayı olmak üzere, f(x) — 2İg(x) şek- 


lindeki fonksiyonlar g(X) > O için tanımlıdır. g() > 0 
eşitsizliğinin çözüm kümesi Ç - Bise 1(X) fonksiyonu- 
nun en geniş tanım kümesi A—B dir. 


Ti ji 


v2 -x—12 


fonksiyonunun en geniş tanım kümesini (aralığını) 
bulalım. 


.. 


Çözüm 


tO)EvXx -x-12 


fonksiyonunun en geniş tanım aralığı X2 —x— 12 > 0 eşit- 
sizliğinin çözüm kümesidir. Buna göre, 


XxX -x-12-0ise(X-—3veyax4)tür 


Xx — —3 4 o 


x -x-12| pk ç - ç g 
ap 


3 veya x>dtür. 





X 
X-—x-12>0 eşitsizliğinin çözüm kümesi (aralığı): 
Ç-(,-3Jvu/4,) <R—-(-3,4) 


olduğuna göre, f(x) fonksiyonunun en geniş tanım kü- 
mesi (aralığı): 


ASR-(C3,4) tür. 


mek . 12 
-yixj-2 


fonksiyonunun en genis tanım kümesini bulalım. 














Çözüm 


©) yl Xİ-2 fonksiyonunun en geniş tanım aralığı 
|xİ-2>0 eşitsizliğinin çözüm kümesidir. 
|xİ-2>0 ise İx|>2 

ise (x>2 veya x<-2) dir. 


Buna göre, 1(X) fonksiyonunun en geniş tanım kümesi 
(aralığı): 
T-(,-2Jv12,«) 
—R-(2,2) olur. 


ik .. 13 


t0)-İ/2-log(x—-2) 


fonksiyonunun gen geniş tanım kümesi (aralığı) aşa- 
ğıdakilerden hangisidir? 


A) (3, o) B) (2, ©) 


D) (<5, 3) DR 


C) (2, 102) 


.. .. 


Çözüm 


Kökün derecesi çift sayı olduğu için, f(x) in en geniş ta- 
nım aralığı, 


2—l0g(x—2)20 


eşitsizliğinin çözüm kümesi ile (log (x — 2) nin tanımlı ol- 
ması için) x— 2 > O eşitsizliğinin çözüm kümesinin ke- 
sişim kümesidir. 
2—l0g(x—2)>0 ise log(x—2)<2.- -- 

ise x—2<100 


ise x<102dir. ..(X) 


x-2>0isex>2di.... (X4#) 


(4) ile (Xx) in kesişim kümesi t fonksiyonunun en ge- 
niş tanım kümesi olduğuna göre, 


(X<102)n (X>2) ise 2<x<102 dir. 
Bu durumda, 
T — (2, 102) dir. 
Cevap C 








ip . 14 
(VE 94 —- : 
Xx x-4 


fonksiyonunun en geniş tanım aralığı aşağıdakiler- 
den hangisidir? 





A) (4, -3) B) (3, 4) 
D)R- (3,3) E) 3,4) 


C) (0, 4) 


Çö 5 

10) fonksiyonunun en geniş tanım aralığı, 
1 

Va? -9 ile İ2- 


kesişim kümesidir. 





1 
2 in tanımlı olduğu aralıkların 


Yx2 —9 un tanım kümesi, x - 9 > O eşitsizliğinin çö- 
züm kümesidir. 


X-9>0isexs<—3veyax>3 tür. 


A, (,-3)Y)3,c0) dur... (5) 





. İ 
intanım aralığı —— 
Xx Xx—4 Gi Xx Xx-4 





>0 eşitsizliğinin 


çözüm kümesidir. 





1 
x—4 





2 1 >0 
Xx 


————>20ise0<x<4 tür. 
x(x—-4) 
Ag (0,4) tür....( rik) 

Buna göre 1(x) fonksiyonunun en geniş tanım aralığı 
A-A,nA,—IJ3,4) tür. 


CevapB 


4. Tek Dereceden Köklü Fonksiyonların 
Tanım Kümesi 


n bir pozitif tam sayı olmak üzere, 


t0)2“*Ya(x) 


fonksiyonu, g(x) in tanımlı olduğu her yerde tanımlıdır. 
g() intanım kümesi B ise f(x) in tanım kümesi (aralığı) 
AzBdir. 





İ 
i 









































Ül mnek .. 15 


0) Va-x 


fonksiyonunun en geniş tanım kümesi (aralığı) aşa- 
ğıdakilerden hangisidir? 


A) (4,5) B)I4,<) C)(e,4) D)(Ce,4) ER 


Çözüm 


Kökün derecesi tek sayı olduğu için, 19) in tanım aralı- 
ğı 4 — x in tanım aralığına eşittir. 4 — x bütün reel sayılar 
için tanımlı olduğuna göre, f(x) in tanım aralığı 


AzRdir. 
Cevap E 


ÜS nek .. 16 
8 9x2 
Mela x-1 





fonksiyonunun en geniş tanım kümesi (aralığı) aşa- 


ğıdakilerden hangisidir? 


A) (8, o) B)/3,) C)(,-3) D)R-(i) ER 





Çö v5 

Kökün derecesi tek sayı olduğu için, 1() in en geniş ta- 
2 

nım aralığı — in en geniş tanım aralığına eşittir. 

g—-x2 





7 ifadesi paydayı sıfır yapan değer için tanımsız 
XxX .—. 


olduğundan f(x) in en geniş tanım aralığı, (x— 1 - O ise 
xz1) R-j1)dir 


Cevap D 


E. PARÇALI FONKSİYONLAR 


Tanım kümesinin alt aralıklarında farklı birer kuralla ta- 
nımlanan fonksiyonlara parçalı fonksiyonlar adı verilir. 


x, x>0ise 
00-1, x<0 ise 


fonksiyonu bir parçalı fonksiyondur. 








Uygulama 


2x—İ, x>iİ ise 


g)-1i—xX, —i<xs1ise 
0, x<-—iİ ise 


fonksiyonu bir parçalı fonksiyondur. 


Uygulama 
3—X, x<0 ise 
()-1 . 
XxX -5, x>0 ise 


fonksiyonu parçalı fonksiyondur. 

Bu fonksiyonda, 

X<0 iken f6) -3-x tir Örneğin,f(-3) -6 dır. 
XxZ0 iken f(x) -x2-5 tir Örneğin,f(9) -4 tür. 
x-0 iken f(x) xx2-5 tir Örneğin, (0) -—5 tir. 


Ümnek 17 


3X, X<iİ ise, 


(4/3. 
©) x>i1 ise, 


olduğuna göre, (fof)(5) in değeri kaçtır? 


A) -6 B) -3 Cc) 2 D) 12 E) 45 
Çözüm i 


x>1 için, 1) dir. 


3—5 


5>1 olduğuiçin, f(5)— z—i dir. 


x<1 için, (4) tir 
— <1 olduğutiçin, 11) <3-(-i)-—3 tür 
Buna göre, 
(fof)(5) — (İKE) < (1) 3 tür. 
Cevap B 




















Ül enek .. 18 


fve g fonksiyonları R den R ye tanımlıdır. 


(0) 4x, x>2 ise 
—İd-x x<2 ise 


XxX, x>0 ise 
g(x)- , 
X*4İ, X<0 ise 


olduğuna göre, (5) 4 g(-5) * (f * g)(1) değerini 
bulalım. 


Çözüm 


4x, Xx>2 ise 
110.0 kk Gİ 
e b x<2 ise 


Xx, x>0 ise 
g(x)- i 
Xt1İ, XxX<0 ise 


5 >2 olduğuna göre, f(5) 4.5 —20dir. 

-5 < O olduğunagöre, g(-5) -—-541—-tür. 
(4 g)(1) <1(0) *g() (1-1) k12>idir 
Buna göre, 


15) * g5) * (4 g9)(1) 204 (-4)1t117olur. 


nd .. 19 


2x-İ, x>3 ise 
tx) 
5—3x, Xx<3ise 


xX2 42, X>-2 ise 
g(x)— 
x4-1, Xs—2 ise 


olduğuna göre, (gof)(2) nin değeri kaçtır? 


A) 1 B) 0 Cc) 1 D)2 E)3 


Gözüm 
x<3 için, (6) -5-3xtir. 
2<3 olduğuiçin, (2) -5—-3-2-—-1 dir 
x>—2 için, ge) -xX*2dir 
—1 > —2 olduğuiçin, g(-i) - (-1)242-3 tür 
(go0)(2) — g((2) - g1) 3 tür. 
Cevap E 





isa .. 20 


fve g fonksiyonları R den R ye tanımlıdır. 


2x—5, x>-—2 ise 
tw) i 
3—X Xx<-—2 ise 


2 


x-1, x>iİise 
g(x)- ğ 
—x“, Xi ise 


olduğuna göre, (f 4 g)(—2) - (fog)(—-4) değeri kaç- 
tır? 


A) 6 B) 8 C) 10 D) 12 E) 18 


Çözüm 

x>-2 iken f(X) < 2x—5 ise 1(-2) <-9 dur. 
xS1 iken gix) -— ise g(-2) -- tür 
XSİ iken gix) -—xX ise g(-4) --16 dır. 
x<—2 iken 1(X) <3-x ise /(-16) - 19 dur. 


Buna göre, 

(( 4 g)2) * (f0g)(-4) —f(C2) * g2) * fig 
—-9—4 4 1(-16) 
— 413 4 19 
z6 olur. 


Cevap A 


Ümek . 2İ 


fve gfonksiyonları R den R ye tanımlıdır. 


4 >2i 
00) Xx, x22 ise 
i—x x<2 ise 


2 : 

X, Xx>0 ise 
g(x)- , 

Xtİ, X<0 ise 


olduğuna göre, (f — g)(X) i bulalım. 


Çözüm 
pi x33 4x, xz22 
f0)1 © -ii-x, 0<x<2 
i—x, x<2 
1—x, x<0 
” x, x>2 
> 
g(x)-1* * a 2, 0<x<2 
Xxtİ, x<0 
X4İ, x<0 


(İ—a)(x)-)—x2 —x41, 0<x<2 
—2X, x<0 


























Gİ nek . 22 


4x, Xx>2 ise 
()- Ni 
1-x x<2 ise 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 


00-f x22 ise 

1-x x<2 ise 

olduğuna göre, 

Xx>2 iken f(x) — 4xtir. Bu durumda, 

f0) - 4x doğrusunun x > 2 kısmı alınır. 
x<2 ikenf(x) — 1 —xtir. Bu durumda, 
16) — 1 —x doğrusunun x <2 kısmı alınır. 


Buna göre, fnin grafiği aşağıda verilmiştir. 





Uygulama 


XxX, x>0 ise 
g(x)- ri 
Xxti, x<0 ise 


fonksiyonunun grafiği aşağıda verilmiştir: 


AY yeri 








yexti 





Uygulama 


2-x, x>0 ise 
tw) , 
—X, XsO ise 


fonksiyonunun grafiği aşağıda verilmiştir: 





xY 





F. MUTLAK DEĞER FONKSİYONU 
f:A>— B fonksiyonu reel değerli bir fonksiyon olsun. 
0), 1(X)20 ise 
f İf — 
| (0) | vol e 1(X)<0 ise 


şeklinde tanımlanan | f | fonksiyonuna f fonksiyonunun 
mutlak değer fonksiyonu denir. 


.. 23 


HR—R,İ)-x-2 


olduğuna göre, |f| (X) fonksiyonunu bulalım. 


Çözüm 

x-2 x>2 
İf — YE il > 
|flo05f)x-2|  » e olur. 


Ümnek . 24 


İ:R— Rolmak üzere, 
ie) — İxl 


fonksiyonunun kuralını bulalım. 

















Gözüm 

|x| ifadesinin içini sıfır yapan x değeri O olduğundan, 
(fo))5)x) 

f 5 XZ20 ise 


—xXx, X<Oise 
Xx, x>0 ise 


X—0 ise 


Il 
o 


—x, x<0O ise 


olur. 


Amd .. 25 


Ni XxX XxX 
09 YEME N ŞE | 





olduğuna göre, (3 ) kaçtır? 


A) 16 B) 12 C) 10 D)8 E)6 


Çözüm 


Xx 


x 
—ş— a, * asan 
veye) İvasye 
G34y2) (3-J2) 


X(Y3 4v2)| | x(v3-v2) 


3-2 3-2 
—İxvy3 v2) x4v3-V2)| (5) 
3) 3 2) 33 v2) 
-J3-vV6|sJ3— V6| 
-34v643-y6 


1(X)— 


* 











Cevap E 


ÜSmek . 26 


İ:R—> Rolmaküzere, 
0) > pxE-x| 


fonksiyonunun kuralını bulalım. 











Çözüm 
(fl60x)x2 —xl 


—x, x>i veya x<0 


X—x2 , O<x<i1 


Gi 27 


İER—>R, O) x—1 


olduğuna göre, y — |f(X)| in grafiğini çizelim. 


Çözüm 


x—İ, Xx>i1 ise 
leo-ie-ai- x<1 ise 











Ye e ya a e e ye) 


KOM t0)20 Gi 
-(0O). 1(X)<0 ise 


Mutlak değerin tanımını ve çizdiğimiz grafikleri göz 
önüne alalım. f(x) in negatif olmadığı yerde |f6)| in 
grafiği f(x) in grafiği ile aynıdır. f(x) in negatif olduğu 
yerde |f()| in grafiği f(x) in grafiğinin Ox eksenine 
göre simetriğidir. 





Bu durumda, y — |f(x)| in grafiğini iki adımda çize- 
biliriz. 

1. Adım: y - tÇj in grafiği çizilir. 

2. Adım: Ox ekseninin üst tarafında kalan eğri aynen 


bırakilır. Ox ekseninin altında kalan kısmın 
Ox eksenine göre simetriği alınır. 











kar .. 28 


HRSR,İ() -x2—-4 


olduğuna göre y — |f(x)| in grafiğini çizelim. 




















. Yol 
Xx | —2 2 
İ T 
x - 4) * 0 - 0 
: olur. 


2 

Xx”—4, xs—2 veya x>2 
-Wroojhz -4Jx/ > 

—XT 44, —2<x<2 





i Buna göre fonksiyonun grafiğini çizelim. 





yx 














1. Adım 2. Adım 





© 








ty x? —4 


ar .. 29 


ERSR, (0) İ2— | 





olduğuna göre, f(x) fonksiyonunun grafiğini çize- 
lim. 
Çözüm 


(0)-)2-x2 | 


2-x2, -J2<xsy2 ise 
OİME-2, x<-y2 veya x>y2 ise 























Üz .. 30 


İZR'>ER,y - İ() fonksiyonunun grafiği aşağıda ve- 
rilmiştir. 


ya yata) 





Buna göre y — |f(x)| in grafiğini çizelim. 


Gözüm 


(6) fonksiyonu, -2 <x<0ve4<x-<5 aralığında ne- 
gatif değerler, diğer yerlerde negatif olmayan değerler 
almıştır. 


Bunagöre, -2<x<0ve4<x-<5 aralığındaki gö- 
rüntünün (x ekseni altındaki görüntünün) x eksenine gö- 
re simetriği alınırsa y — |f6)| in grafiği çizilmiş olur. 


ya yıll 


Ümek . 31 


ER—>R,Yy—İ) 


fonksiyonunun grafi- 
ği yanda verilmiştir. 


Buna göre y — |f(x)| 
in grafiğini çizelim. 





Çözüm 

t6) fonksiyonu © < x < O aralığında negatif değerler, 
diğer yerlerde negatif olmayan değerler almıştır. 

Buna göre, -— <x< 0 aralığındaki görüntünün 


(x ekseni altındaki görüntünün) x eksenine göre simet- 
riği alınarak y — |f6))| in grafiği çizilmiş olur. 






yali 




















İmal . 32 


İyjsx 


bağıntısının grafiğini çizelim. 


Çözüm 
İyİsx olduğuna göre, 


yz0O iken y—x olur. 


y<Oiken-yxisey--x olur. 





iş .. 33 


|y|sx-1 


bağıntısının grafiğini çizelim. 
Çözüm 
İy|&x-1 olduğuna göre, 


yzOiçiny—x—1 


y<Oiçin-y—x—-i>y>-x*idir 





Tk . 34 


ER—>R,İO)—İxJ 4 (x4*1) 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 




















Gözüm 
X | —1 0 
ME ME 
px*1| mi ——1 | x s1 | xX*1 
e | -—x-1İ a | 241 
—-2x-—1, x<-İ ise 
((X)241, —isx<0 ise 
2X4-1, x>0 ise 





ye in 


HEME 


bağıntısının grafiğini çizelim. 


Çözüm 







x>0,y>0 
Xxty22 


0 
x<0y>0 A, 
—iys2 2 
X 
4-2 o 














1.Bölgedex>Ovey>0Odır. 
Bunun için, bu bölgede 


x*yz2dir. 


2. Bölgedex<0vey>0Odır. 
Bunun için, bu bölgede 


—xtys-2dir 


3. Bölgedex<0Ovey<0Odır 
Bunun için, bu bölgede 


ei -2dir. 


4. Bölgedex>Ovey<0Odır. 
Bunun için, bu bölgede 


x-ys2dir. 


























Ül mek .. 36 


HLA2 SR 
(0) > fx —x1 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 


i 1, 0<xs2 ise 
G)zlalxst -2x11, —1sx<0 ise 


Yx 








ek > 37 


f:i—2x, 27)—>R 


İ(X)-c0sx3|cosx|11 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Gözüm 
fi-2x, 27)—>R 


f(X)xco0sx4|cosx|41 


3r 7. 
—— <x<—— İSe COSxXx<0O 
2 2 
ise İ(X)-1 - 
—İEzx<i ise cosx>0 
2 2 
ise İ(x)-2c0sx-1 
Tr 37 > 
—<x<— İse cosx<0 
2 2 
ise f(X)-1 
3r 


—sxs2n İse COSX>0 
ise İ(X)-2c0sx$İ 


Bu durumda y — f(x) in grafiğini verelim: 
























Verilen fonksiyonun grafiğini çizmek çok zaman ala- 
cağı için, test türü sınavlarda grafiği yorumlayarak 
doğru cevabı buluruz. 








ÜSmek .. 38 


RR 
-, o 2-İxJ<0 ise 
((X)210, 2-|x(0 ise 


1, 2-|x|>0 ise 


fonksiyonunun grafiği aşağıdakilerden hangisidir? 














A) iv B) 
1 
o—— —O 
-2i 22 Lg 
, 0 
Sa semen o——> 
Cc) y D) ,V 
i i 
<— baehbenkii eenbbeanbi ç——> mm Gm ee 
İş 5 Mİ NBR 
: : Xx —2 0 2 Xx 
ö— 
3 

















aym 














Çözüm 

1. Yol 

2-|x) <Oisex-<-2veyax>2dir 
2-|)x) —0isex-12 

2-İx) >0ise-2<x<2 

Buna göre, 


-i, 2-|x|<0 ise 


(0)40, 2-|x|-0 ise 

1, 2-|x|>0 ise 

—, Xx<—2 veya x>2 ise 
-40, Xx-—2 veya x-2 ise 


ge —2<x<2 ise 


olur. Buna göre grafiği çizelim. 








2. Yol 

Bir test sorusunda şıklardan da sonuca gidilebilir. 
2-|0J > O olduğundan 

x Oiçin (0) — idir. 


Buna göre, aradığımız grafikte x — 0 için y — 1 olmalı- 


dır. Buna uymayan C ve E şıkları cevap olamaz. 
2-)|3| < O olduğundan, 
xz3içinf(3) —-—idir. 


D şıkkı bu şârtı sağlamaz. Yani, cevap olamaz. 
3 z 

2— zi >0 olduğundan, 

x—2 için (3) dir. 
2 2 


B şıkkı bu şartı sağlamaz. Yani cevap olamaz. A şıkkı bü- 
tün şartları sağlamaktadır. Bu durumda, cevap A şıkkı- 
dır. 


Cevap A 


Tai .. 39 








bei 





Yukarıda grafiği verilen bağıntı aşağıdakilerden han- 
gisidir? 

A) İxl # iy) 21 B) İx|-(y) <1 

D) |x* 1) *jy) 2 
E) (xl #İy-1) 1 


C) (x*2) #jyj <1 


Çözüm 
Verilen grafik üzerindeki bir nokta; (0, 2) dir. 


Seçeneklerde x - O vey - 2 için yanlış olanları eleye- 
lim: 


Bu durumda, A, B, C, D seçeneklerinde verilenler doğru 
cevap olamaz. 


Buna göre, şekildeki grafiğin denklemi 
(XI * (y—iJ sidir. 
Cevap E 


Uygulama 
Aşağıdaki şekilde, 
İx| * (y-1)s1 


bağıntısının grafiği verilmiştir. 








xl # (y—1J)s1 


Bu eşitsizliği sağlayan noktaların oluşturduğu şekil bir 
karedir. 



































HİL2 3 > R (Xİ 
g:10,1,2)—R, gö) >x*1 


fonksiyonları veriliyor. 


Buna göre, |f - 2g)| fonksiyonu için aşağıdaki- 
lerden hangisi doğrudur? 


Tanım kümesi (0, 1,2, 3), görüntü kümesi 
(3,6, 11, 18) dir. 


Tanım kümesi (1,2,3), görüntü kümesi 
16, 11,18) dir. 


Tanım kümesi (1, 2), görüntü kümesi 46, 113 
dir. 


Tanım kümesi (1, 2), görüntü kümesi R dir. 


Tanım kümesi 40, 1, 2, 3), görüntü kümesi R 
dir. 





grafiği yukarıda verilen 


(0) 2x 4x 


fonksiyonu için aşağıdakilerden hangisi doğru- 
dur? a 


A) 


B) 


Tek forıksiyondur ve grafiği orijine göre simet- 
riktir. 

Çift fonksiyondur ve grafiği orijine göre simet- 
riktir. 

Tek fonksiyondur ve grafiği y eksenine göre si- 
metriktir. 


Çift forıksiyondur ve grafiği y eksenine göre si- 
metriktir. 


Tek fonksiyondur ve grafiği x eksenine göre si- 
metriktir. 





ER>R 
10) > x2—3x *3 
fonksiyonu için aşağıdakilerden hangisi doğru- 
dur? 
A) Tek fonksiyondur. 
B) Çiftfonksiyondur. | 
GC) Hem tek, hem de çift fonksiyondur. 
D) Netekne de çift fonksiyondur. 


E) Tanım kümesi |0, co) dur. 


x2 49 
x2 -9 


O) 





fonksiyonunun en geniş tanım kümesi aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) 1-3, 0, 3) 
DR - (-3,3) 


B) 1-3, 3) 
ER - (-3,0,3) 


OR 





16053) - 
logx 


fonksiyonunun en geniş tanım kümesi aşağıda- 
kilerden hangisidir? 





A) 1-3,0,3) B) (0, ©) - (1) 6) (0, w) 
DR-(3,3) ER-13,0,3) 
6. 
1 1 
(Xx) Xx—-24 xA x23 


fonksiyonunun en geniş tanım aralığı aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) C4,—3J 
D) R— 


B) (1,3) 
(1,3) 


Cc) 12,3) 
E) (1,21 





may 








5 n 





1 
X—— 
3 








4 
——x 
3 





olduğuna göre, 1(2) kaçtır? 


1 7 
A) — B)1 C) — D) — 3 
iç B Iç D E) 
8. 
1—cos2x, x>Z ise 
(0) 2 
2sinx, x<2 ise 
2 
olduğuna göre, (fof)(x) kaçtır? 
A) -2 B) -1 c)0 D) 1 E)2 
9. 
X4#İ, x<i1İ2 ise 
h(x)- : 
2, X>12 ise 
30 
olduğuna göre, 2 h(X) ifadesinin eşiti kaç- 
x-0 
tır? 
A) 38 B) 40 C) 44 D) 56 E) 66 


10. fveg parçalı fonksiyonları R den R ye tanımlıdır. 


x-5, x>2 ise 
tx) i 
2—x x<2ise 


G2 X>0 ise 
ğ e) X<0 ise 


olduğuna göre, (f - 9)(1) * (f- g)(1) in değe- 
ri kaçtır? 


Att Bi? C1i3 D14 E)15 








12. 





2 
((X42)> e 
, x—4, 


olduğuna göre, f(x) aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 


x<2 ise 


x>2 ise 


ii Xx<2 ise 
A) ty) 2) 
x>2 ise 
2 1, İ 
B) #)- ei x * x<4 ise 
x>4 ise 
2 - 
O) Ha) (X-2X, x<2 ise 
x-6, x>2 ise 
D) ty (x— Bl x<4 ise 
: x>4 ise 
(x— 2Y, Xx<0 ise 
E) fx) b i 
x>0 ise 
ER—>R,İ) -|x)—-|x4* 1) 


fonksiyonunun ve aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 





A) B) 















































KHİ,2 IR, İİ 21 
g:10,1,2)—R, gö) sx4*1 
fonksiyonları veriliyor. 


f 4 2g fonksiyonu (1,2,3)010,1,2) -/1, 2) küme- 
sinden R ye tanımlıdır. Buna göre, 


(2 11isef(1)-1741-2dir 
ise (2) <2 ki-5tir 
ge) >x*tiiseg(1)1*1>2dir 
ise g(2) -2411-3tür. 
1 * 20(1)) — |f(1) $ 2/0) 
-|2 42.2) 
-6dır. 
1(€ 4 20)(2)) — |f(2) 4 2-(2)| 
-|5 42.3) 
ztidir 
Buna göre, |(f * 2g)| — 1(1,6), (2, 11)3 dir. 
14 * 29)(41,2H) > 16,113 olur. 


Buna göre, |f 4 2g) nin, tanım kümesi (1, 2), görün- 
tü kümesi 16, 11) dir. 


Cevap G 


2. 

(0x 4x iset)-0)31 0) 
ise İ() -——x 
ise İ() --03 4x) 
ise (x) --(0) tir 


Bu durumda f(x) tek fonksiyondur. 
Tek fonksiyonun grafiği orijine göre simetriktir. 


Cevap A 








3. 

İ©) — x—3x 4 3 ise 1(x) - )2—3(x) 13 
ise İC) -x 13x13 
ise (4) *-0) tir. 

Bu durumda f(x) tek fonksiyon değildir. 


(9). 16) e yada -1(x) e eşit olmadığından dolayı, f fonk- 
siyonu ne çift ne de tektir. ; 


Cevap D 


X2 49 
x -9 





O) 


fonksiyonu x2 — 9 - O denklemini sağlayan x değerleri 
için tanımsızdır. Buna göre, 


X—-9-0 ise (X--3 veya x-3) tür. 


Xx -9 - 0 denkleminin çözüm kümesi Ç — (-3,3) ol- 
duğuna göre, f(x) fonksiyonunun en geniş tanım küme- 
si R-1-3,3) olur. 


Cevap D 


; 





1(0)-3) £ 
log x 


bağıntısında, 
log Xx in tanımlı olabilmesi için x > O olması gerekir. 
xziiçinlogx—0Odır. 


Bu durumda f(x) in reel sayılarda en geniş tanım aralı- 
ĞI, (0, w) tü? dir. 


Cevap B 


YY . 





e. . 














O) Sx22 E- — 


ffonksiyonunun en geniş tanım aralığı, 


x—İ x-3 





Sx —2 ile 


kesişim kümesidir. 


in tanımlı olduğu aralıkların 


“İx-2 nin tanım kümesi, X — 2 > 0 eşitsizliğinin çözüm 
kümesidir. 

x—2>0isex>2dir 

A,zl2.w)dur. ..(*) 


| l Pe ün tanım kümesi 1 i 
Vx-1 x-3 1 x-3 


X—İ x— 





> 0 eşit- 


sizliğinin çözüm kümesidir. 





ie >0 
x—İ x-3 

m ies ix tür 
(X-1)(x-3) : 


Ap -(1,3) tür....(A#) 


Buna göre f(x) fonksiyonunun en geniş tanım aralığı 
AzA,nA,-I2,3gtür. 


Cevap G 




















1. 
t©)—İx-il4| xl ise 
3İ'İ3 
Ke)-J2-1 2-2 
3İ'İ3 
5| |-2 
((2)—| —| 41 — 
e-İzlsl 
5 2 
(2) 4 
(2) ir 


7 
((2)—— olur. 
(2) z olur 


Cevap G 

















8. 


-; 
1—cos2x, x>— ise 
fO) 2 

. rx. 
2sinx, Xx <— ise 
2 
olmak üzere, 


x27 iken İ(X) < 1—cos2Xx tir. 


2 5 olduğundan x — z iken, 
İfa) -1-c0os2n-1-1-00lu. .. (4) 


x<5 iken f(x) < 2sinx tir. 


0<2 olduğundan Xx — O iken, 


(O) -2sin0-2.-0-00lur. ... (Xx) 
Buna göre, 
(fof)(a) -1(f(7x)) <1f(0) <0 olur. 
Cevap C 


9. 


höğs X-İ, Xx<12 EE 
-2, Xx>12 ise 


olmak üzere, 


30 11 30 
ihh) Sho) X he) 
xs0 x-0 x-12 
11 30 
z Dr >. (<2) olur. 
x-0 xs12 


Bu iki toplam sembolünün sonucunu bulalım: 


11 


> 0611)214243444546474849 410411412 
xs-0 


12-13 
2 
-78 olur... (X) 





30 
> (<2)-(30—1241)-(-2) 
x-12 


-19-(-2) 
-—88 olur. ... (e) 


Buna göre, 















































30 ii 30 
Y ho) ih) ho) 
x-0 xz0 x-1i2 


si 


i 30 
-Y (xe) Y 62) 
x-0 x-i2 
-784(-38) 
z40 olur 


Cevap B 


10. 


P x-5, x>2 ise 
li 2-x x<2 ise 


7X, 
ota)-) 


x*12, 


x>0 ise 
xs0 ise 
olduğuna göre, 

(€ * g)(1) >f(1) # g(i) dir. 

€- g)(i) < ii): g(1) dir. 


x1,x < 2 koşulunu sağladığı için, x - 1 için,fnin ku- 
ralı 2 —xtir Bu nedenle, ((1) -2-1—1dir 


xz1,x > 0 koşulunu sağladığı için, x — 1 için, g nin ku- 
ralı 7x tir. Bu nedenle, g(1) 7-1-7 dir 


Buna göre, 

(4 g)() <1(0) kg(1) 147-8 ve 

(€- g(1) >f()-g(1) -1:7-7dir 

Bu durumda (f * g)(1) 4 ((- g(i) s8 7-15 
olur. 


Cevap E 








11. 


İ(x * 2) verilmiş, 169 istenildiği için, f(x - 2) de x yerine 
x—2 yazmalıyız. 

> x<2 ise 

x>2 ise 

x—2<2 ise 

x—-2>2 ise 

x<4 ise 


x>4 ise 


Uç noktaların da değiştiğine dikkat ediniz. 
Cevap D 


12. 
ER>R,() —İx)—|x #1) 
olmak üzere, 
X-0 için, (0)-|0|)—-(J041|)——idir 


Buna göre, fonksiyonun grafiği (0, -1) noktasından ge- 
çer. 


A, B, D seçeneğinde verilen grafikler, (0, -1) noktasın- 
dan geçmediğinden cevap A, B, D olamaz. 


E seçeneğinde verilen grafik, (0, —1) ve (0, 1) noktasın- 
dan geçiyor. Bunun anlamı f(0) ın sonucu —1 de olabi- 
lir, 1 de olabilir. Verilen bağıntıya göre, 1(0) ın değeri 1 
olamaz. Bu durumda cevap E olamaz. 


Buna göre C seçeneğinde verilen grafik f ye aittir. 


0) 











Cevap G 





0. 














VE 


2. 


3. 


a<-b<c olmak üzere, 


latb|sJbsc)|-Ja-c| 


ifadesinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


A)—a B)0 


D) 2a-2c 


a<b<0 ve f(-a)-—4 olmaküzere, 
(()>)x—aJ-|b—-x|-x 

olduğuna göre, b kaçtır? 

A) —5 B)-4 


Ğİ <E 


x, bir reel sayı olmak üzere, 


denkleminin kökleri toplamı kaçtır? 


A)2 B)3 Cc) 4 
Lv X>0 ise 
ix) 
3, xs0 ise 


olduğuna göre, f(-5) kaçtır? 


A) 0 B) 1 


C)a 


E) 2a - 2b 

















İ:R—R 
x43, Xx<-4 ise 
10)>4x-—1, —<x<2 ise 
x2-4, x>2 ise 


olduğuna göre, f fonksiyonunun grafiği x ek- 
senini kaç noktada keser? 











A)1 B) 2 c)3 
> x-0 ise 
(0) 
xe x#0 ise 
Xx 
g(X42)>Xx43 
f 2 
olduğuna göre, (649)2) kaçtır? 
(fog)(2) 
A) 1 B)2 Cc)3 D)4 E) 9 
Reel sayılarda tanımlı, 
2 N 
-1, <—2 
i6)- X X ise 
Xx*2, X>-—2 ise 


fonksiyonunun grafiğinin y eksenini kestiği 
noktanın koordinatları toplamı kaçtır? 


A) -2 B) —1 


















































4 
—sxX 
X 
|-x(<6 


olduğuna göre, x in alabileceği kaç farklı tam 
sayı değeri vardır? 


A)1 B)2 c3 


O) yY2—1x 41) 


fonksiyonununen geniş tanım kümesi aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) 1, 11 B) 13, «| ©) 1-2,1) 
D) 13,11 E) (3,1) 
10. 
İxl-2x—3-0 


denklemini sağlayan x gerçel sayısı kaçtır? 


A) -1 B) 0 G1 D)2 E)3 


11. xreel sayı olmak üzere, 
|x*2|-)xJ-2 


denkleminin en geniş çözüm kümesi aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) 1-21 B) (-x, -2) 


D) (0, w) 


9 (e, 1l 
E) 1-2, 0) 














|xj>x 

y>lx| 

Jx-yjexsys) ey 524 
olduğuna göre, x kaçtır? 


A) -6 B)-4 6) —3 D) -2 E) 6 





13. Problem: |2—aj| * |b—-3|-4 eşitliğini sağla- 
yan a ile b tam sayılarının çarpımı en az 
kaç olabilir? 


Perihan, reel sayılarda |x—2| * |y—3| 4 ba- 
ğıntısının grafiğini birim kareli kâğıda ölçülü olarak 
aşağıdaki gibi çizdikten sonra problemin ceva- 
bını da doğru olarak bulmuştur. 





Buna göre, Perihan'ın problemin sonucu olarak 
bulduğu doğru cevap aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 


A) -8 B) -6 0-4 D)-3 E)O 
320 


SARAN 


EE 





14 


Aşağıdaki fonksiyonlardan hangisi tanımlı ol- 
duğu aralıkta daima azalandır? 





A) GROR, İ()—xİ #1 
B) ERİR, (02102 
GO ER—R, 1(x)--2 

D) İ:R—>Rİ, f(X)-e* #1 


E) İRİ >R, f(x)-2 

















İ. fveg,reel (gerçel) sayılar kümesinde aşağıdaki 
gibi tanımlanmıştır. 


fx -İxl 
g:x—>2x-—1 


Buna göre, (gof)((x) bileşke fonksiyonunun 
grafiği aşağıdakilerden hangisidir? 


A) 











2, x tek sayı ise 


to)-İ2” xXx çift sayı ise 


, (OX tam sayı değil ise 





18 

olduğuna göre, Jİ f(n) işleminin sonucu aşa- 
n-i : 

ğıdakilerden hangisine eşittir? 

G) 10! 


A)8! | B)9! D)16! (o E)18! 











3. Aşağıdaki şekilde f(x) — xX2—x—2 nin grafiği ve- 
rilmiştir. 





Buna göre, y —f((x() in grafiği aşağıdakiler- 
den hangisidir? 


A) yatıp B ytl) 








z y vaa) 





Inx, 0<x<3 ise 
İ()- 


—COSx, x>3 ise 
olduğuna göre, (fof)(n) kaçtır? 


A) -e B) -1 00 D)1 E)e 






























































ax*2, x<2 ise 
ij) : 

2bx*1, x>2 ise 
(0) >1(3) 


olduğuna göre, a-6b kaçtır? 


A)-1 B)0 C)1 D)2 E)3 


f©) çift Tonksiyon olmak Üzere, 
((1)22a-3 
((-0)--5 


olduğuna göre, a kaçtır? 


ye BA > Di ge 
x2 -1, x<8 ise 
a Kaza x>3 ise 
2 ' Ğ 


olduğuna göre, 6: f(x) aşağıdakilerden hangi- 
sine eşittir? 





6x<3 ise 


6x3 ise 


x<18 ise 


x>18 ise 


x<3 ise 


x>3 ise 


x<3 ise 


x>18 ise 
x<3 ise 


x>3 ise 





10. 


xi ise 


e 
(Xx) 


1x, x>1 ise 


olduğuna göre, f  (-3) * f(-1) kaçtır? 


A6 B8 010 D) 12 E) 14 





jz-bi 
(0) 

Li 241İx) 
fonksiyonunun en geniş tanım kümesi aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) (2, 21 B) fı 2) Ol, 21 


D)1(-2,21 E) 1-2, «| 


İyi-|2x-x2 -1)0 


bağıntısının grafiği aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 


A) 





o D) 


Nİ 





























Yukarıda grafiği verilen fonksiyonun denklemi 
aşağıdakilerden hangisidir? 

A) 16) (x—2)-—Jxx6| 

B) 16) (x-6)-— |x—2) 

CO) i0)-(x)—(x44) 

D) 1()-|x)—(x-4) 

E) ©)>(x44)— fx) 





A-/-2,-1,1,2) olmak üzere, 
HA>Z 
6) —Yy 

fonksiyonu tek fonksiyondur. 


Buna göre, f fonksiyonunun görüntü kümesin- 
deki elemanların toplamı kaçtır? 


(Z: tam sayılar kümesi) 


A)—-4 B)-3 Cc) -2 D) -1 
1 2x, x<83 İse 
(0) 
3x—iİ, x>3 ise 


olduğuna göre, 1(8) kaçtır? 


A)1 


B)2 





c)3 











:R—>R 
gR—>R 
t0)2x4|x-1| 
g(X)x*5 
olduğuna göre, f ile g fonksiyonlarının gra- 


fiklerinin kesiştikleri noktaların ordinatları top- 
lamı kaçtır? 





A)9 B) 10 C) 11 D) 12 
EHR>R 
g:R—>—R 
2x-iİ, x<2 ise 
t)> 
X2 *x, Xx>2 ise 
g(Xx)5x4*9 


olduğuna göre, f ve g fonksiyonlarının gra- 
fikleri kaç noktada kesişir? 


A)1 B)2 Cc) 3 





—x| 


İ(x)- 


fonksiyonunun (co, 0) aralığında en sade eşi- 
ti aşağıdakilerden hangisidir? 


A) —x B) -1 Cc) 0 



















































A. SOLDAN YAKLAŞMA, SAĞDAN 
YAKLAŞMA 





























Yukarıdaki tablonun birinci sütununda, x değişkeni artan değerler alarak 3 e yak- 
laşmaktadır. ' 





Yukarıdaki tablonun ikinci sütununda, x değişkeni azalan değerler alarak 3 e yak- 
laşmaktadır. 






























































xXin 3 ten küçük ve artan değerler alarak 3 e yaklaşması, x in 3 e soldan yak- 
laşması olarak adlandırılır ve x—>3 biçiminde gösterilir. 





3,1 
3 | 3,0 
———” ire © ——> 
3,01 


xin 3 ten büyük ve azalan değerler alarak 3 e yaklaşması, x in 3 e sağdan 


yaklaşması olarak adlandırılır ve x—> 3İ biçiminde gösterilir. 














Genel olarak; x değişkeni a ya, adan küçük değer- 
lerle yaklaşıyorsa, bu tür yaklaşmaya soldan yaklaş- 


ma denir ve x—>a biçiminde gösterilir. 


x değişkeni a ya, adan büyük değerlerle yaklaşıyor- 
sa, bu tür yaklaşmaya sağdan yaklaşma denir ve 


x—>a” biçiminde gösterilir. 










































































Uygulama 





X 7sfref7el 7,97 | 7,98 |7,992 (7.999) K İx >8)| 








Yukarıdaki tabloda, x değişkeni artan değerler alarak 8 
e yaklaşmaktadır. 


xin 8 den küçük ve artan değerler alarak 8 e yaklaşma- 


sına “x, 8 e soldan yaklaşıyorken denir” ve x—>8  bi- 
çiminde gösterilir. 





| 9 (e.5)8,2J8.12| 8,08 | 8,01 f8,001.. 





x>8*) 





xin 8 den büyük ve azalan değerler alarak 8 e yaklaş- 


i 
masına “x, 8 e sağdan yaklaşıyorken denir” ve x > 8İ | 
biçiminde gösterilir. | | 





B. BİR FONKSİYONDA SOLDAN VEYA 
SAĞDAN YAKLAŞMA 


Uygulama 
RR 
(0)-2x-1 


fonksiyonunda x, 3 e sağdan yaklaşan değerler alırken 
f() in 5 e sağdan yaklaşan değerler aldığı; x, 3 e soldan 

yaklaşan değerler alırken f(x) in 5 e soldan yaklaşan de- | | 
ğerler aldığı aşağıdaki tabloda görülmektedir. i 


p 
x J2,3l2,512,7/29 
als e 


0) —2x-1 





3 


m | 
3 (3,1/3,213,313,5 | 
5 (5.215,4(5,616 


Yandaki grafikte de görül- 
mekte olduğu gibi, x değiş- 
keni 3,5 ten başlayarak 
azalan değerler alıp, 3 e 
sağdan yaklaşırken 1() in 6 
dan başlayarak azalan de- 
ğerler alıp, 5 e yaklaştığı; 




















x değişkeni 2,3 ten başla- 
yarak artan değerler alıp, * | 
3 e soldan yaklaşırken f(x) 
in 3,6 dan başlayarak artan 
değerler alıp, 5 e yaklaştığı... | 
görülmektedir. 





Uygulama 


İR->R,İ)-Xx41 olmak üzere, 


2 | 
İ x (1,5118 (1,9/1.99|/ 2 (2,01J2,112,212,5 
İf)j2.5j2.8/2.9/2,99) 3 |3,01f3,1(3,2|3.5 
10) fonksiyonunda x, 2 ye sağdan yaklaşan değerler 
alırken f() in 3 e sağdan yaklaşandeğerler aldığı; x, 2 
ye soldan yaklaşan değerler alırken f(x) in 3 e soldan 


yaklaşan değerler aldığı yukarıdaki tabloda görülmek- 
tedir. 














Grafikte, x değişkeni 2,5 ten 
başlayarak azalan değerler 
alıp, 2 ye sağdan yaklaşırken 
16) in de 3,5 ten başlayarak 
azalan değerler alıp, 3 e yak- 
laştığı görülmektedir. Bu du- 


Zoli2 3 Xx rumda, 
XeğeX 











x—> 2* iken f(x) > 3tür. 


Yine grafikten x değişkeni 1,5 ten başlayarak artan de- 
ğerler alıp, 2 ye soldan yaklaşırken f(x) in 2,5 ten baş- 
layarak artan değerler alıp, 3 e yaklaştığı görülmektedir. 
Bu durumda, 


x—>2” iken 1()—>3 tür. 


C. LİMİT KAVRAMI 


Limit ve süreklilik kavramlarını fonksiyonların grafikleri 
üzerinde açıklayalım: 


4 
4 İ 








Yukarıda grafiği verilen y — f(x) fonksiyonu için, apsis- 
leri; x - anın solunda yer alan ve giderek a ya yakla- 
şan AfXxıı Ya) , Bai Ya) » Cl: Ya) » D(ş Ya) , -.. Nokta- 
larını göz önüne alalım: 

















Bu noktaların apsisleri olan X, ,x,,X, , X,,... giderek 
a ya yaklaşırken, ordinatları 


(04) ya İg) Ya. Tg) ya, ig) ypg 
derek b ye yaklaşır. 


Bu durumu; Xx, a ya soldan yaklaşıyorken i(x) b ye 
yaldaşır şeklinde ifade edebiliriz. 


#G) inx — a daki soldan limiti b dir denir. Ve 


lim f(x) b 


xa 


şeklinde gösterilir. 


Yukarıdakine benzer şekilde, apsisleri x — a nın sağiın- 
da yer alan ve giderek a ya yaklaşan 


Efa: Ya) » F*ş. Ya) » Gg: Ya) » Hg, Ya) , ... Noktalarını 
göz önüne alalım. 


Bu noktaların apsisleri olan X, , X, , Xş , Xş , ... giderek 
a ya yaklaşırken, ordinatlar f(Xg) — Ya , (X,) — Ya, 
İ(Xg) — Yı » İs) > Ye , ... giderek d ye yaklaşır. 


Bu durumu “x, a ya sağdan yaklaşıyorken 1(6) d ye 
yaklaşır.” şeklinde ifade edebiliriz. 


Bu durumda; i(X) in x < a daki sağdan limiti d dir de- 
nir. Ve 


lim f(x)xd 


xa 
biçiminde gösterilir. 
Grafiği verilen y — f(x) fonksiyonu için, 


lim f(x) lim f(x) tir. 
xa” x>a* 





e, 


,.,,,..,,. Kanım 











16) fonksiyonunun x a daki soldan limiti sağdan li- 
mitine eşit ise fonksiyonun x a da limiti vardır. 


x - a daki sağlimit ve sol limit değeri, fonksiyonun 
x - adakilimitidir. a ime 


16) fonksiyonunun x — a daki soldan limiti sağdan li- 
mitine eşit değil ise fonksiyonun x - a dalimiti yok- 
tur. 








iie a 


(0) >2x-1 


fonksiyonunun x — 3 teki limitini araştıralım. 





i 








Çözüm 


Bir önceki sayfada uygulamada verilen tabloyu ve gra- 
fiği göz önüne alalım: 


16) fonksiyonunun x - 3 deki soldan limiti 5 tir. Bunu, 


lim $(x)>5 


Xx237 
biçiminde gösteririz. 


Bu fonksiyonun x — 3 deki sağdan limiti 5 tir. Bunu, 


biçiminde gösteririz. 


Bu fonksiyonunun x — 3 deki soldan limiti sağdan limi- 
tine eşit olduğu için, fonksiyonun bu noktada limiti var- 
dir ve 5tir. 


lim f(x) 5 
x—3 


YA (05x41 





1 2 3 XX 
x—2 





(6) xx *1 in grafiği dikkate alındığında, 


lim f(x)>3 


x—2 


olduğu görülür. 


Uygulama 


YA )5x11 











(©) <x* 1 in grafiği dikkate alındığında, 


lim 1(x)-3 


x2' 


olduğu görülür. 







































































Yukarıda grafikle tanımlanan y — f(x) fonksiyonunun 
x za daki limitini araştıralım. 


Çözüm 


Grafikle tanımlanan y — f(x) fonksiyonunun x —a da- 
ki soldan limiti b dir. 


lim f(x) b 


xa” 


Grafikle tanımlanan y — f(x) in x < a daki sağdan limi- 
tiddir. 


lim f(x) xd 


xa 


Grafikle tanımlanan y — 16) fonksiyonunun x -a da- 
ki soldan limiti sağdan limitine eşit olmadığı için fonk- 
siyonun Xx — a da limiti yoktur. 


lim f(x) yoktur. 
xa 


Ümek 8 


HR-(2J OR 
e keci 
x-2 


fonksiyonunun Xx - 2 deki limitini araştıralım. 


Çözüm 
x>2 ise, 
El 2). 

—2 -2 
x<2 ise, 
|x-2) -(x-2) 
iş Xx-2 o x-2 


eli 
e x—2 -, 


i- ci 


——İ 





x>2 ise 
x<2 ise 

















EE aaa 2 EEE EEE 
TEİEEEENE LE 











Verdiğimiz parçalı fonksiyonda, tabloda ve grafikte gö- 
rülmekte olduğu üzere, 








| o İx-2| 
lim f(x) lim —— 
x—2İ x2* X-2 
lim 
xa2t X-2 
- lim 1 
x—2İ 
—1 
;  İx-2) 
lim f(x) lim 
x>2 x—2 x-2 
—(x-2 
iye 
xa X-2 
- lim (-1) 
x—27 
--İ 
lim f(x) lim f(x) 
x>2* x>27 
olduğu için, 


lim f(x) yoktur. 
x—2 


D.UÇ NOKTALARDAKİ LİMİT 





ffonksiyonu Ja, b) aralığından Je, d) aralığına tanımlı ol- 
duğu için, uç noktalardaki limitleri araştırılırken, sadece 
tanımlı olduğu tarafın limitine bakılarak sonuca gidilir. 
Fonksiyonun bir noktada limitinin olması için, o nokta- 
da tanımlı olması zorunlu değildir. Buna göre, verilen 
grafiğe göre 


y Jim ik ) lim e c 


v im (6) lim f6)—d olur. 
x3bD” 





aş 
i HUN 






































f, grafiği yukarıda verilen bir fonksiyondur. 


Bu fonksiyonun x in -2, 2, 4, 5, 7 değerlerinden ba- 
zıları için varolan limitlerinin toplamı kaçtır? 


A) 17 B) 15 C) 13 D) 11 E)5 
Çözüm 
1. lim (©) lim f()-0 
x—>(2) x>(2) 
2. lim f(X)-4 
x>27 
lim f(x) -2 dir. 
x>2İ 
lim f() lim f(x) olduğuiçin, im Li) yoktur. 
x>2” x—2İ 


3. lim f()-5 tir. 
x>4 

4. lim f(X)-4 
x—5 


lim 1()—4 tür. 
x>5* 


lim f(x) — lim f(x) olduğuiçin, ii > 4 tür. 


x>5 x—>5' 


5. lim 10)-2 


x>77 


lim f(x) -2 dir. 
x>7* 


lim ll lim f(x) olduğu için, Jim ie 2.dir. 
x—>77 —7İ 


Buna göre, varolan limitlerin toplamı: 


0*-54*-44-2-11dir 








ŞE —— > — — — —— ra ER 


P(x) polinomu, 


| Px)za,x ta, şx'İ sa, 3X2 4... kaşx! sag 


lim P(x) lim P(x) lim P(x)xP(a) 


x—a” xa 


İ 

| 

| 

| olmak üzere, 
| 

| Xa” 


dır. 








ER İ 

















Uygulama 
im (2x-1)-2-3-1-65 


Uygulama 


lim (X2 —2x—1)-52 -2.5—1-14 
x—>5 


Uygulama 


P(x) — xX—2x * 1 olmak üzere, 


im PX )x im (e —2x41) 


x—-2 
—(<2)3 -2(-2)41 
z—83 olur. 

Bu durumda, 


lim P(X) 
x—(-2)* 


lim PO)>, lim Pe) P(-2)--3 


x—(-2)7 


olur. 


E. LİMİTLE İLGİLİ BAZI ÖZELLİKLER 


fveg,x-adalimitleri olan iki fonksiyon olsun. 


1. ceR olmaküzere, 


lim (6) -c 
x—a 


2. lim li xgb)i- pi m) £ ( Jim. a0) 
3. Jim (-s6yl gi ui yim a0) 


4. g(x):0 ve lim g(x) x0Oolmak üzere, 
x—a 


e) | gi) 
x—a gix) Jim. g(x) 


5. ceR olmaküzere, 


im (c-f()1—c. lim 1(x) 




































































Kd) mek..5 


lim (© —4x410) 
x>32 


limitinin değeri kaçtır? 


A) 28 B) 24 C) 18 D) 10 E) 6 


Çözüm 
lim (3 -4x410)— lim xö -4- lim xs lim 10 
x>2 x—22 x—2 x>32 
—-23-4.2410 
-10 


Cevap D 


ir .6 


im, 1(X41)-(x-8)1 


limitinin değerini bulalım. 


im xe x-ö)le im eee im G8) 


-(241)-(2-3) 
--3 


Gir 7 
lim Le *YOZ 4x1) 


limitinin değeri kaçtır? 


A) -6 B-4 O ©-2 D)2 E)4 


Çözüm 
im 1x9 41) -02 #4x41)) 
5 im © 41. im 44x41) 
Yİ 411) 44141 
2-4 


Cevap B 





limitinin değeri kaçtır? 


A)0 B) 1 c)2 D)3 E)4 


Çözüm 


im 62 —4 
ilm 2-4 ) a 


«34 X42 — lim(x#s2) o 442 
x—>4 


Cevap G 








Uygulama 

2 2 
m2 Hz)! ELİ 
xi X42 14-2 3 
Uygulama 





| 2 X ) 2 3 283 
lim * — En 
Xx3UX42 Xİ 34-2 341 20 


34X42 442 








: 1 
lim —— 
x>1X—1İ 


limitinin sonucunu ileride vereceğiz. 








z 

















gr, 0lü 9 





er 9 


lim İx2 -10x41) 
x—2 


limitinin değeri kaçtır? 


A) 8 B) 11 C) 13 D) 15 


Çözüm 


lim |x2 -10x11):) lim (2 10x49) 
x—2 x—2 


-|2? -10.241) 
-15 


Enek .. 10 


im |2x-3)| 
2 


limitinin değerini bulalım. 





Çözüm 

ek KL aş 
-|2.(/2)-3| 
2/5 -a| 
-3-2/2 

Uygulama 


im |-2)0x43)|-|(2-2)2x-3)| <0 








Uygulama 

e 3—Xx 3-5 1 
lim — > — 
Xx—5| X45 54-5 5 














E) 18 


Cevap D 








neZİ olmak üzere, 


1. lim “*Yfo) <2n s1) lim f(x) 
x—a x—a 


2. a ya en yakın x değerleri için f(x) > O ise, 


lim 2/0) <2) lim #6) tir. 





Ti . 11 
im, Yx2 410x-11 


limitinin değeri kaçtır? 


A) -44 B) -3 C) —2 D)3 


Çözüm 


lim 32 410x-11 <3) lim (XX 410x—11) 
x—-2 x—-2 
—İİ2? 410-(-2)-11 
—V-27 


--3 


Ü rnek .. 12 
lim Yx? 45x42 
x—2 

limitinin değeri kaçtır? 


A) 1 B) 2 Cc) 3 D)4 


lim Vx2 45x42 - | im (2 45x42) 
x—2 x—2 


-y2245.242 


E)4 


Cevap B 


E)5 


Cevap D 


























| 
| 
| 
| 





























Uygulama 
im Px-2 —y2—2 -0 
x> 


Uygulama 
im Şx—2 -y3-2 21 


x—83 


id .. 13 


im (Y2xa18.-V2x) 


x>4 


limitinin değerini bulalım. 


Çözüm 


im, 2x8 Yar) in (2416) in (2) 
- y2:4116-V2:4 
- Yaa Ye 
-2y6-2 
-4y6 


mek .. 14 


lim Vx? -9 
x>2 


limitinin reel sayılardaki değeri kaçtır? 


A2 B3  ©4 D)5  E) Yoktur 
çözü 


-3<x<3 içinx2—9 < O olduğu için bu aralıkta 


x -9 


tanımsızdır, dolayısıyla limit yoktur. (Fonksiyonun bir 
noktada tanımsız oluşu İle bir aralıkta tanımsız oluşu 
farklıdır. Bir noktada tanımsız olan fonksiyonun, o nok- 
tadaki limiti belirlenebilir; bir aralıkta tanımlı olmayan 
fonksiyonun, o aralığın içindeki herhangi bir noktadaki 
limiti belirlenemez.) 


Buna göre, 


lim Yx2 -9 yoktur. 


x>2 


Cevap E 













Uygulama 


xe(-o, 2) için, Vx-2 tanımsızdır. 
1e(—, 2) 


Bunedenle 


lim x-2 yoktur. 
x—1 


neZt için, 


Jim fo İl im 07 dir. 





Uygulama 
. 7 pi 
im (ax2i) İşim (ax-20)| 


-(4-5-21)7 
——1 


Ülmmeki .. 15 


lim ( —x—4)ö 
x—3 
değeri kaçtır? 


A) 1 B) 16 C) 64 D) 81 


Çözüm 


6 
lim (2 —x—4)8 | lim G2 -x-2) 
x>3 x—3 


-(37 -3-4)9 
-64 























yil 





ceR' için, 


lim 1() 
im CW -e*1 tir. 
x—a 





Uygulama 


lim g(6x410) yi >95:(<1)410 54 46 
x—>-İ 





Uygulama 


2 ge 2 9.9. 2E 1 
lim g* -2X-1 -g? -22-1 .g1..— 
x—2 


Her x için, ((xX)>0 veb>Oise(b1), 


çim İla» t0)1logp Ee ür. 





E) 243 





Uygulama 


Jim log GE #1)Ilogş | lim e) 






—logg (22 41) 
logs 5 


Cevap C z1 












F. PARÇALI FONKSİYONUN LİMİTİ 


ON 
h(x), 


x>a ise 

xsa İse 

olmak üzere, 

# lim f(x)z lim g(x) tir. 
x—a' x—a? 


/ lim f(x) lim h(x) tir. 


xa x—a” 


 u>a iken limf(x)lim g(x) tir. 
Xx>U x—>U 


4 y<a iken lim f(x) lim h(x) tir. 
x—>y x—y 


Uygulama 

x2 *İ, Xx>3 ise 
i(x)> 

7X, xs3 ise 
olmak üzere, 


4 limfo)lim (2 41)-42 41517 


x>4 x—>4 


4 limf(x)zlim(7x)27-127 
x—>1 x>1 





ii .. 16 


—Xx*8, x>2ise 
6002/1 —1<x<2 ise 


x2—1 x<-1ise 


fonksiyonunun Xx — -2 için limitini araştıralım. 


Çözüm 


fnin grafiği aşağıda verilmiştir. 








Yukarıdaki grafikte görülmekte olduğu üzere, x - -2 de- 
ğerinin hemen sağında ve hemen solunda (dar bir aralık 
için) f6) fonksiyonu, xZ — 1 polinomuyla tanımlanmıştır. Bu- 
na göre, 


lim ft) lim (2 —1)-(-2) 1-8 olur. 
x——2 x——-2 





















































ÜS ük . 17 


—x43, x>2ise 
(0)—41 —1sx<2 ise 


X2-1 x<-İise 


fonksiyonunun Xx — -1 için limitini araştıralım. 


Çözüm 


fnin grafiği aşağıda verilmiştir. 








x - -1 değerinin hemen solunda f(x) fonksiyonu, Xx? — 1 


polinomuyla tanımlanmıştır. Buna göre, 


im f6)z lim (E2-1) 
(17 KAAN 


-(A1 -1 


0 olur. 


x - -İ değerinin hemen sağında f(x) fonksiyonu, y — 1 
sabit fonksiyonuyla tanımlanmıştır. Sabit fonksiyonun 


limiti kendisine eşit olduğuna göre, 
im f©)> lim (1) 
x>(1)İ x3(4) 
z1 olur. 
lim f(x) lim f(x) olduğundan, 
x>(-1)7 x>(-1) 


lim f(x) yoktur. 


x>-İ 


Tk .. 18 


—x43, Xx>2ise 
(41 —1<x<2 ise 


xX241 Xx<-1tİse 


fonksiyonunun x — 2 için limitini araştıralım. 








Çözüm 


fnin grafiği aşağıda verilmiştir. 











x- 2 değerinin hemen sağında f(x) fonksiyonu, —x * 3 
polinomuyla tanımlanmıştır. Buna göre, 


lim f(x) lim (-xx3) 
x2 x>2* 


——-243 
—1 olur. 


x5 2 değerinin hemen solunda f(x) fonksiyonu, y — 1 sa- 
bit fonksiyonuyla tanımlanmıştır. 


lim f(x) lim (1) 
x—2” Xx>2” 
s1 olur, 


lim f(X)< lim f(x) olduğuna göre, 


Xx>27 x2* 
lim 160) lim f(x)> lim f(x)-1 olur. 
x-2 x>27 “) x>2* Üs) 











—X43, Xx>2ise 
(09541, —is<x<2 ise 


X“#İ Xx<-İise / 








fonksiyonunun apsisi —-2, —1 ve 2 olan noktaların- 
daki limitlerini 3 ayrı örnekte inceledik. 


incelediğimiz fonksiyonun x — 2 de tanımsız olduğu 
hâlde bu noktada limitinin olduğuna; x — —1 de ta- 
nımlı olduğu hâlde (((-1) — 1) bu noktada limitinin ol- 
madığına dikkat ediniz. 


Ayrıca, x in -i ve 2 değerleri dışında kalan noktalar 
için sağ limit sol limit ayrımına gitmeden, limit değer- 
lerinin hesaplandığına (sağ limit sol limit hesabı ya- 
pılsaydı da sonucun değişmeyeceğine) dikkat ediniz. 




















inek .. 19 


RdenRye 


2 


X , X<5 ise 
1(x) 21925 , X-5 ise 
x*a , X>5ise 


ile tanımlanan tf fonksiyonunun x — 5 noktasında li- 
mitinin olması için a kaç olmalıdır? 


A) 4 B) 6 C)7 D) 18 E) 20 
Gözüm 


16) fonksiyonunun x > a daki soldan limiti sağdan limi- 
tine eşit ise fonksiyonun x — a dallimiti vardır. 


x - a daki sağ limit ve sol limit değeri, fonksiyonun 
x - a daki limitidir. 


2 


> x<5 ise 
1(X) 4125, x—5 ise 
x*a, x>5 ise 


ile tanımlı f fonksiyonu X — 5 değerinin hemen sağında, 
(Xx * a) polinomuyla tanımlanmıştır. Buna göre, 


lim f(X)> lim (x4a)-5-*aolur. ... (#) 
x—>5” x5* 


ffonksiyonu x - 5 değerinin hemen solunda, Xx polino- 
muyla tanımlanmıştır. Buna göre, 


lim f(x) lim (X2)-52 -25 olur. ... (Xx) 
Xx>5” x—5” 


ffonksiyonunun X — 5 noktasında limiti olduğuna göre, 
bu noktada sağdan limitin soldan limite eşit olması ge- 
rekir. Bu durumda, 


lim f(x) lim f(x) 
x-5* x357 


5-a-25 


a-20 olur. 


o. Cevap. E---i 


Tak .. 20 


2 e pi 
(2 Xx, X> Me 
X4#İ, XxS-İ ise 


fonksiyonunun x - -1 ikenlimitini bulalım. 








Yandaki grafikte görülmekte 
olduğu üzere, x - —-1 değeri- 
nin hemen sağında f(x) fonk- 
siyonu y — x2, hemen solun- 
da 1(X) fonksiyonu,y —x 1 

x polinomuyla tanımlanmıştır. 
Buna göre, 











lim f(x) lim (x2)-(<1)2 -1 olur. 


üm f(x) lim (x41)-—141-0 olur. 


x — -İ iken f(X) in sağdan limiti soldan limitine eşit ol- 
madığından, x — —1 iken f(x) in limiti yoktur. 


G. GENİŞLETİLMİŞ GERÇEK SAYILAR 
KÜMESİ ve BU KÜMEDE LİMİT 


x sayılarının her gerçel sayıdan büyük olduğu ve de- 
vamlı arttığını düşünelim. Xx in bu tür artışı sınırsız artış 
diye tanımlar ve x—> w ile gösterilir. oo simgesini de 
sonsuz ya da artı sonsuz diye okuruz. 

Benzer şekilde x sayısının sınırsız azalışı x > —o ile 
gösterilir. —o simgesini de eksi sonsuz diye okuruz. 


(<5), bütün reel sayılardan daha büyük olan; (<9), bü- 
tün reel sayılardan daha küçük olan ideal bir sayıdır. 





— ile w kavramlarını da R kümesine katınca elde edi- 
len yeni küme; 
R-RUJ-w, w) 
Ie, ») 
olur. 


(—», *<o| aralığına (kümesine) genişletilmiş reel sayılar 
kümesi denir. 


























Gi ve (—) birer reel sayı değildir. ğ 
Uygulama 

X alel ol1)a 

ip) x 166) 1 (ola | 16 





16) > xX olmak üzere, x sınırsız artan değerler aldığında 
fde sınırsız artan değerler alır. Bu durumda 


lim x2 —a olur. 
Xx—w 



























































#6) — Xx olmak üzere, x sınırsız azalan değerler aldı- 
ğında f de sınırsız artan değerler alır. Bu durumda 


2 xw Olur. 


lim Xx 
X>-0 














f6) - Xx olmak üzere, x sınırsız artan değerler aldığında 
fde sınırsız artan değerler alır. Bu durumda 


im x3 —co olur. 
X—a 








f() — x3 olmak üzere, x sınırsız azalan değerler aldı- 

ğında f de sınırsız azalan değerler alır. Bu durumda 
lim xö 

X—>-0n 


z-—wo Olur. 





in İ(X)z< ifadesinin anlamı, x artan çok büyük 


değerler aldığında, f(x) de artan çok büyük değerler 
almaktadır. 


Kü İ(X)—co ifadesinin anlamı, x artan çok büyük 


değerler aldığında, f(x) azalan çok küçük değerler al- 
maktadır. 


: lim İ(x)c ifadesinin anlamı, x azalan çok kü- 
> —w 


çük değerler aldığında, f(x) artan çok büyük değer- 
ler almaktadır. 


































H. fe) — NİN x - a DAKİ LİMİTİ 


Sonsuzla Yapılan İşlemler bzajf 






ie AM fi 


m (eo) $ (409) > $o 


(2) 4 Gez) >< 


Ek .. 21 


(j2 


fonksiyonunun bazı x değerleri için limitlerini araş- 


m. 
we a-($o)z4waeRt tıralı 
© (e) -—aeR .. .. 
Çözüm 
a: (©) --waeRt 
ya 1 


Yandaki şekilde f(X) — wi 


np a yg aeR fonksiyonunun grafiği ve- 
we > rilmiştir. Grafiğin çizimini, 
0 X 
> grafikler konusunda vere- 
-0,aek ceğiz. 
—o 
iie 


x değişkenine, sıfıra yaklaşan negatif değerler verildiğin- 
de fonksiyonun aldığı değerlerin sınırsız olarak küçüldü- 
ğü görülmektedir. Buna göre, 


x--i1 için f(—1) -- -—1 


LE 1 1 
-—— için (| —— Ja — 10 
ği 5) ai 
10 
1 1 1 
“pg 5) e. 
7 ji , 100 
lim (a, ) sa ve lim (b, )<bise, 
n—a n—a 1 
: x-——— İç aaa) -—1000 
5 lim (ap) lim (b, )— lim (a, #b, )-asb 1000 1000/ Oi 
n—aw n—a n—a 1000 


lim (a, )— lim (b, ) < lim (a, —b, ) za-b 
n—ae n—ao n>w 


Xx—>0 için f(xX)——w 


e emi Giz e 
x>0” x>0” X 

lim (a, ) 

—— x değişkenine sıfıra yaklaşan pozitif değerler verildiğin- 
de ise, fonksiyonun aldığı değerlerin sınırsız.olarak bü: - 
' yüdüğü görülmektedir. Buna göre, 

lim c-(a, )sc- lima, -c-adır. 

li na 


a a 
—lim—-—, (b, *#0,b #0 
nb, b (dn ) 


lim (b, ) 


nNn—>eo 


i 

x—1 için i(1)—1 <1 
lim ((a, X )—a* dir. İM 
n—>a 


Uygulama 


lim (2xİ 4x—1079 )- 
X—w 


















X>0* için f(X)—> 4 


lim f(x) lim ağ olur. 
x0İ x0t X 


lim f(x) lim f(x) olduğu için tim 54x) yoktur. 
x> 


x07 x>0T 
x — Oliçin limit olmadığını gördük. 


x değişkenine azalan negatif değerler verildiğinde, fonk- 
siyonun aldığı değerlerin sıfıra yaklaştığı görülmektedir. Bu 
nedenle, 


x-İ için (2 


1 1 
Xx -—10 için f(—10)- —— > —— 
sl a0 10 
ar 1 1 
X--100 için f(—100) --————x—- — 
—100 100 
ici 1 1 
Xx —1000 için f(—1000) - ——— — ——— 
-1000 o 1000 


x—> —o için f(X)—>0 


lim f(x) 0 olur. 
X—-a 


x değişkenine artan pozitif değerler verildiğinde, fonk- 
siyonun aldığı değerlerin sıfıra yaklaştığı görülmektedir. 
Bu nedenle, 


x—1 için 1-1 





xz10 için 1(10)- 7 


1 
Xx 100 için f(100) -—— 
a 100 


1 
xz1000 için f(1000) - —— 
çin ) 1000 


X—> o İçin 1(X)—>0 


lim f(x)0 olur. 
X— 40 





xV 


Uygulama 
Mi Yandaki şekilde, 
i İ(X)- — 
alinir 
0| : 
1 


fonksiyonunun grafiği veril- 
miştir. 


x değişkenine, 1 sayısına 

sağdan çok çok yakın de- 
erler verildiğinde fonksiyonun aldığı değerlerin sınırsız 
olarak büyüdüğü görülmektedir. 





; 
z 
i 
; 












































x>1' için (X)—> 


” 1 i 
lim #0) lim ——ewolur. ..(#) 
x31İ x31i X- 


x değişkenine 1 sayısına soldan çok çok yakın değer- 
ler verildiğinde ise, fonksiyonun aldığı değerlerin sırır- 
sız olarak küçüldüğü görülmektedir. Buna göre, 


x>1 için f(xX)——© 

4 
im f6)x im —x—solur. .. (X#) 
x31 xy Xİ 


w#—w İse, 


lim f(x) lim f(x) olduğu için lim f(x) yoktur, 
x>31İ xs17 »>1 ' 


Uygulama 


* Yandaki şekilde f(x) kal 


2 

X 
N fonksiyonunun grafiği veril- 
miştir. Grafiğin çizimini, gra- 
fikler konusunda vereceğiz. 


x değişkenine, sıfıra yaklaşan negatif değerler verildiğin- 
de fonksiyonun aldığı değerlerin sınırsız olarak büyüdü- 
ğü görülmektedir. Buna göre, 


x>0” için 1(x)—>9 


il 1 
lim ——-o olur. 
x307 X 


x değişkenine sıfıra yaklaşan pozitif değerler verildiğin- 
de ise, fonksiyonun aldığı değerlerin sınırsız olarak bü- 
yüdüğü görülmektedir. Buna göre, 


x>0” için f(x)—1 


. 1 
lim —*e olur. 
x30* x7 


im f0) lim f(x) olduğu için lim f(x) 
x30 x>0İ x0 


olur. 


Ayrıca, 


1 
lim iğ ve lim —-0 olur. 
X—>2t9X 


Xx—-oy 











1 
lim f(x) lim —-« 
220 o) x0 y2 






gösterimi, 16) in x > O için limitinin reel sayı olduğu 
anlamına gelmez. Çünkü, f(4) fonksiyonu x - 0 için 
bir reel sayıya yakınsamaz. 











n çift pozitif tam sayı 
Yoktur, n tek pozitif tam sayı 


P 1 
lim — 
x—a (x—-a)” 


lim. —İ  -0,nez* 
X— Ew (x-a)” 





Uygulama 





a 3 i Sela ali 
Aşağıda şekilde f(x) - i nin grafiği verilmiştir. 








yy , 
N. lim #6) lim — 
; x>2” x2 X— 
—< — —— im f)- lim — ie 
İ X x>2* xa21 X-2 
1 
olduğu için, lim —— yoktur. 
Su İŞ x>2X—2 y 
Uygulama 


Aşağıda şekilde f(x)- —İ— 


5 nin grafiği verilmiştir. 
x-2 


ya 


im foğ- im —İ Ş-ix 
i x>2 x>2 (X-2) 

iz 1 
2 








» olim f6) lim yi 
x—21 x—2' (X-2) 








x 





olduğu için, 


lim f6)--- olur. 
x—>2 


Uygulama 


1 
V lim ——$w 
xa0* X , 4 
ise lim — yoktur. 
il i x>0 X 
lim —-—w 
x>07 X 


V im İz 


X— io X 


a 


X——m X 


am A 




























Uygulama 
YA | Yandaki şekilde, 
1 
vi o) 
i (4-12 
ol 1 X fonksiyonunun grafiği verilmiştir. 


Buna göre, 














/ lim — —40 
x>1* (x-1) ; : 
ise üm. 
x— aa 
lim 5 —4 G-1) 
x317 (x-1) 
g/ lim -0 
x>4m0 (-12 
/ lim 0 





x>-m0 (-12 


. TRİGONOMETRİK 
EONKSİYONLARIN LİMİTİ 


1. sinxin ve cesx in Limiti 





Yukarıdaki şekilde y — sinx fonsiyonunun (-2x, 2x) ara- 
lığındaki görüntüsü verilmiştir. sinx (ve cosx) fonksiyo- 
nu bütün x reel değerleri için tanımlı olduğu için, 


w lim sinxsina 
x—a 


#w lim cosx-cosa 


x—a 


olur. 


Uygulama 


lim sinx—sinO0 0 
x>0 


Uygulama 


- IT 
lim cosx— c0s> 0 











Uygulama 
lim cosx-cos” v3 
xx 6 2 
6 
Uygulama 
lim sin2x- sin| 2-2) - sin) ZE) v3 
Li 3 3 2 
xe. 
Uygulama 
lim coslöx -x)- cos) 6-E -n)-cos2nx1 
7 
Xx— 


2 


diy . 22 


—, x<0 ise 


g(x)>410, X0 ise 
1, X>0 ise 
1(X)-gf(sinx) 


olduğuna göre, f fonksiyonunun X-E için limiti- 


ni araştıralım. 


Gözüm 


tnin grafiğinin bir kısmı aşağıda verilmiştir. 


i i Si ig E 
lim f(g(sinx)1— a sin g ) 


5) 


2 
- g(0,866) 
1 










































































iy . 23 


-i, X<0 ise 
g(x)>40, X-0 ise 
1, X>0 ise 


f(X)—g(sinx) 


olduğuna göre, f fonksiyonunun x - O için limiti- 


ni araştıralım. 


Çözüm 


inin grafiğinin bir kısmı aşağıda verilmiştir. 





iy 
ek 
N 
İİ zja Rx 
Ar e 2 
-1| 


lim 10) lim fgisin)J——1 


Xx07 x07” 
lim f6) lim İg(sinx))1 
x>0* x0* 


lim İgisinx)l£ lim fgfsinx)j 
x30 x>0' 


olduğu için, lim |gisinx)) yoktur. 
x>0 


2. tenxin Limiti 








Yukarıda y - tanx fonsiyonunun | —| aralığın- 


daki görüntüsü verilmiştir. tanx fonksiyonu ke Z olmak 


Üzere, X# ARİN 
2 
ğerleri için tanımlı olduğu için, 


lim tanx —tana, gı tr vekeZ 
xa 


olur. 





koşuluna uyarı bütün x reel de- 





Uygulama 


lim tanx -tan0—0: 
x—>0 


Uygulama 


, Tr 
lim tanx—tan——1 
Li 4 
x—— 
4 





Uygulama 
lim ii Vİ 
hi 6 3 3 
x>— 
6 
Uygulama 
. 
im ax. 6. 3 23 
a X T 7 7 
x>— ie He 
& 6 6 


ÜSmek . 24 


lim tanx 
X— 
2 


limitinin değerini araştıralım. 


Çözüm 
lim tanx*$e 
Gİ 
x—|— 
2 
lim tanxx-o 
* 
(3) 
2 
lim tanx# lim tax 
İğ) (3) 
2 2 
olduğu için, 


lim tanx yoktur. 
x3Z 
2 


emma KAKA 
































keZ olmak üzere a- 


lim tanx yoktur. 
x—a 





Uygulama 


lim tanx yoktur. 
ör 
XX 


Uygulama 


lim tanx yoktur. 
5x 
x—2— 

2 


Ülmek 9 


—i, X<0 ise 
D(x)40, Xs0 ise 

Tİ X>0 ise 
((X)-D(tanx) 


olduğuna göre, f fonksiyonunun X- > için limi- 


tini araştıralım. 


Çözüm 


fnin grafiğinin bir kısmı aşağıda verilmiştir. 


ie) 


4) 





lim 1D tanx))# lim ,(D(anx)j 
4 e) 


olduğu için, lim |D(tanx)l yoktur. 
Li 


x——> 
2 


lim  1D(danx))—1 


lim IDttanx)I-- 





3. coix in Limiti 















Yukarıda y — cotx fonsiyonunun (-x, 2x) aralığındaki 


görüntüsü verilmiştir. cotx fonksiyonu k e Z olmak üze- 
re, X # kz koşuluna uyan bütün x reel değerleri için ta- 


nımlı olduğu için, 


lim cotx—cota, (a#k.n vekeZ) 
x—2a 


olur. 


Uygulama 


lim cotx cat -2) z0 


x 
X3-— 
2 


Uygulama 


lim cotx— cat? z1 


Xx 


Uygulama 


lim cotx cotz - y3 


z 
Xx3— 
6 











| 
i 
| 
İl 
i 
il 



























































id . 26 


lim cotx 
X—7 


limitinin değerinin araştıralım: 


lim cotx— 
Xx 


lim cotx-v 
X>rt 


lim cotx lim cotx olduğu için, lim cotx yoktur. 
Xx” x—r* xa 





keZ olmak üzere, ak: için, 


lim cotx yoktur. 
x—>a 


Uygulama 


lim cotx yoktur. 
Xx—d7 


Uygulama 


lim cot(x—x) yoktur. 
Xx——POr 


dr 27 


, , COsx-tanx 
lim —— ———. 
xa İanxX—cosxX 


ifadesinin değeri (limiti) aşağıdakilerden hangisidir? 


A) -1 B) -sina GC) tana D) sina E) 1 


... ar 


Çözüm 


TİG COsx—tanXx — lim -1-(tanx—cosx) 





x—a İanX—COSX x—>a tanx—cCosX 
— lim (<1) 
x—a 
—İ 


Cevap A 





J. BELİRSİZLİK DURUMLARI 
e 2 w-w,0-w, 1” 
0 w 


belirsiz hallerini aşağıda örneklerle ele alacağız. Ancak 
bu hâllerin dışında 09 , co9 gibi belirsizlikler de vardır. 


1. 5 Belirsizliği 


nek .. 28 


© x3-8 
lim 5 
X—>2X5 -4 





limitinin değeri kaçtır? 


A) w B)3 C) 1 D)O E) Yoktur. 


N 3. 
lim (X 8) 


— 25-8 
M7 
o 
o 





olduğu için, 5 belirsizliği var dır. 


xi -8 ZE (X—2)-(02 42x44) 


lim - lim 
x—2x2 4 x>2 (X-2)-(xX42) 





e X2 49x44 
x>2 x42 


lim (X2 42x44) 
2 x—2 
lim (x -2) 
x>2 
2 92 149.944 


242 
-3 


Cevap B 


e 




























Uygulama 
in 2X2 öidüğüiçin 2 Belirsizliği vardi 
«2 5X-10 0 '0 i 
N xX2 -2x , X:(Xx-—2) 
lim ———  — lim — —— 
x32 5X—10 x—>25:(x—2) 
z X 
- lim — 
x>25 
-2 
5 
Lay .. 29 
. o COSx-sinX 
im —— 
xa o GOS2X 
4 


limitinin değeri kaçtır? 


A) v2 e) gi Di EO 


Çözüm 
T .K 
cosx-sinx <9, “nz 
m COS2X ” 
ar cosf 2-2) 
4 
v2. 2 
5 52 2 
0) 
0 NE 
ür belirsizliği vardır. 
COS2X - cos? x-sin? x 


—(cosx—sinx)-(cosx *sinx) 


olduğu için, N 
lim COSX-SİNX o (cosx-—sinx) 
x Gos2X xa E (C0sx -sinx) -(cosx * sinx) 
4 4 


N 1 
— lim ———— 
x COSX #SİNX 
kz 


Cevap B 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
İ 
| 
| 
İ 
| 





tbt .. 30 





limitinin değerini bulalım. 





Çö 5 
: lim sinx , 
.  SİNX x>50 sinO0 O 
lim > — z — 
x>0 X lim x 0) 0) 
x—>0 








0<x<5 ve m(ÂOT)-x radyan ise,m(AP)-x birim 


|PHİ&sinx, |AT |tanx 
|PHJ<x<JAT), 
sinx<x<tanx olur. 


Elde edilen bu bağıntıdan yola çıkarak, istenen limiti bu- 
labiliriz. 


İU 5 
0<x<5 ise, sinx>0O dır. 


Buna göre, 
sinx <X<tanx 


sinx X tanx 
——< < 


sinx sinx Sinx 








X 1 
< 


sinx o Cosx 








1< 


z . SİNX , Gosx 
lim 1> lim —— > lim 


x>0 x>0 X x—>0 





, lim cosx 
. SİNX x>0 
i>lim — >———— 
x>0 X lim 1 
x>0 


. Ssinx cosO0 
i> lim ——> 
x>0 X 1 





sinx : .. SİNX 
>iiseim———-idir. 
x—>0 X x>0 X 









































. Sİnİ5X 15 
lim ——— — — -5 
x>0 B3Xx 3 


Uygulama 


sin(xx) 7 
lim sin(ex) x 


x0 4X 4 


Uygulama 
lim sin(3x—-6) lim sinl8(x-2)) 3 
x»2 2x-4 x»2 2(x-2) 2 














li tan7x 7 
x>0 5X 5 
Uygulama 
im EE... 
x>30 X 

















sinx 


lim ——— 


x>30 X - 








belirsizliğini, ileride vereceğimiz L'Hospital kuralıyla 
kolayca sonuçlandırabiliriz. Ancak, 


. X-tanâx-cos2x 
lim e 
x>0 sin” 3X 


biçimindeki bir ifadenin limitini 


lim > —İ 


x>0 X 


bilgisiyle sonuçlandırmak daha kolay olur. 


i 
i 
| 
; 
| 
İ 
| 
Ni 
b 
ti 
|| 
| 























ig e pl 


© x-tan4x-cos2x 
x>0 O sin?3x 


limitinin:değeri kaçtır? 


4 9 
A) 36 B) — Cc) — 
) 5 17 


Çö is 
Pay ve payda x ile çarpılırsa, 

. . X-tanâx-cos2x 
x—0 sin” 3Xx 


. X-x-tanix.cos2x 
> lim Si 
x—0 X:-sİn” 3X 


z x2 tan4x 
— lim pm «COS2X 
x>0l sin”3x Xx 


3 -2 
— lim | 2 (ERSE 
x—>0 Xx Xx 














TY .. 32 


x-stan4x 
x—>0 X-SİN2X 


limitinin değeri kaçtır? 


A-5 B)-2 G) -2 0 - 
Gözü 


diri xttandx 0-*tan(4-0) O 
x>0 x-sin2x O-sin(2-0) O 


belirsizliği vardır. 








. Sinax a 
lim —-— 
x>0 bx b 

.  tanax* a 
lim —— 
x>0 bx b 


E) 0 


Cevap B 


e NM 











olduğuna göre, 




















( uz) 
x:J1 
x-*tanâx ” 
im ———— — ————— 
“ x30 X—Sİn2Xx 9 ge a PER) 
Xx 
tan4x 
14 
—li A 
x>0 4 sin2x 
X 
143 
— 1 
1-2 
1 
-—5 olur 
Cevap A 
Uygulama 
x*sin3x 
X*#SsİN3X o, Xx 
x>0 2x-—tan5x x—>0 2x-—tan5x 
X 
. X , SİN3x 
lim — $* lim 
— x>0X x>0 Xx 
2x ,  tan5x 
lim — — lim 
x>0 X x>0 Xx 
143 











Uygulama 


x—>0 3Xx 3 
. Sin2x 
im ——— — 


x>w 3X 


v o 








© 
2. — Belirsizliği 
© 


id .. 33 


limitinin değeri aşağıdakilerden hangisidir? 





A)3 B) 1 G0 D) w E) — 
Gözüm 
im 3X2 44Xx 3m? 44.0 
> y2 44 2 41 
3:40 
1 
©*-0 
> © 
2.w 
— 
© 
a 








lim (3) - lim (2) 
|, Xa x—>akX 








kaz, vk 1 N 
x—>w için, ei 0 ve 0 olduğunu hatırlayınız. 
Xx 


Cevap A 



















| 


























Ümek . 34 


. Xİ 
lim Deri 
Xx—-a X 


limitinin değeri aşağıdakilerden hangisidir? 


Cevap C 








ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) 1 B) -1 c) 0 D) E)w 








Cevap E 























t(n) 


(nn) 


P(n) 





—oln) 


ağ e 





(n) birer polinom olmak üzere, 


İk. taşN*tâg 





olsun. 


, eri Ak 
“> ksmise, lim yl bera 


Nİ 


Mm, m— 
bp, NM by şen 


l 
Nn—>E 


n—>x 


1 


#... eb; n*bg 


m 


k<mise, lim f(n)-0 


*o, Aç *by, >0 














we k> İ i i — 
> k>mise, LA (0) İz, ak “bm <0 
Ke 
Uygulama 
AKİ AKS 4 4 
lim — lim — lim —>—-2 
XM2Xİ4X xm2xİ xe2 2 
Uygulama 
2 2 
im Sİ2- im £ - im 0 
X>w xi o x3wx” x>wx3 
Uygulama 
SA ay. N 
lim — ya Te lim < — lim x2 > 
Xx» Xİ42Xx 49X 20 
Uygulama 
2 NA, 
lim — lim — - lim x-—w 
XX xİ43 x>-oxi x—-w 

















3 
ii a 
x-w 9x3 2 


N 4x3 —1 
Mk e gm 
X—-2 2Xİ 14X47 


yam cnm 


Uygulama 
3. 3 
iu A im > ee a GE 
. 4-9 2x2 14x45 *-e 2x” X2- 
Uygulama 
3 2. 3 
m e O le ein (2x2 )—-a 
: xo—0 22X17 x>3-e 2X  x>-w 
Uygulama 
i e im e eğ 
X—-9 AXİ —x2 4xş1 X—-© 4x3  x—-a 2x2 
i Uygulama 

© Dx247 2x2 1 

lim - lim ——- lim —-O 

X-0 4xİ x2 4x4 X—-o 4x3  x--m PX 




















Bazı limit hesaplamalarında, (n > « için) aşağıdaki 
sıralama kolaylık sağlar. 


| n'>n!>3” >2l >n3 >n” >n>logn>sinn 








i Ümnek . 36 


NAS eni 
Mi m ge 
n>en!lk5 45 


limiti aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A)0 B) 1 G)5 D) 5595 E) 


















Çözüm 

Verilen kurala göre, 
n!>5” >n9 

nl>5n > 5555 


n' >n! 


olduğuna göre, sıralama olarak payın ve paydanın en 
büyükleriyle sonuca gidilebilir. Buna göre, 


n” 45 in” n 





lim — lim 2 -- olur. 
n»enpleşn 5555 n>enl 
Cevap E 
Ge 7 
7*12 —3* 
lim ————— 
x——m 7X-İ gx-2 
limitinin değerini bulalım. 
Çözüm 
e Ta e 
lim ———— — — - — belirsizliği 
X>—0 7*-1 g*-2 0-0 O 

















3) 
lim EEE lim 
-—w öüE EE <0) Xx 
x> 7 -3 x—> ” 3) 3 
7 X3 
Ot 
al 
9 
z9 
ÜS enek .. 38 
a ed 
lim 
xa g?X 5 
limitinin değerini bulalım. 
Çözüm 
2X-1 
im 2 —İ.2 belirsizliği 
Xx>am g2X —9 e) 
s-l3- 1 l 1 
3 2x N 
lim a 
Xw© ox a 2 1 3 li 
g2x 
































3. 0- w Belirsizliği 


0.w— -7 veya 0-w- e dur. 


a 
RE 
ie al 


Buna göre 0 - w belirsizliği 5 veya il belirsizliğine dö- 
© 


nüştürülerek sonuca gidilir. 


Ürek . 39 


lim İ 2x-1) 


Xx—eoX 


limitinin değerini bulalım. 


Çözüm 


0. w belirsizliği vardır. 





lim -1.(2x—1)- im 2X2İ, (E belrsiziği) 
© 


X—>aX xw X 


z2 


al 


lim (x-cotx) 
x>0 


limitinin değeri kaçtır? 


Çözüm 


Burada 0 - w belirsizliği vardır. 


im. (-cotx) — lim 
x—>0 1 


COİX 


; ( Xx ) 
- lim (| —— 
x>0( tanx 


-1 





imali 
il ( , ) 

lim | x-sin— 

X—>m Xx 


limitinin değeri kaçtır? 














Çözüm 


Burada 0 - « belirsizliği vardır. 








41 sin 1 1 
lim (isin 2 lim XI, (su olsun.) 
x—>w X Xx—>w 1 Xx 
Xx 
> | sinu ) (a) 
u—>Ü u 


4. w -w Belirsizliği 


w — w belirsizliği 5 veya — belirsizliğine dönüştürüle- 


rek sonuca gidilir. 


ÜSmek .. 42 


z 1 4 
lim | ——— 
x>2 x—2 x2 —4 


limiti kaçtır? 








1 1 

A) —— B) — c)0 D) E) -< 
la ) 4 ) ) ) 
Çözüm 
w —w belirsizliği vardır. 

4 Xx*-2-4 
lim | ——— -| 
imla x2 2) x2 y2 4 

x-2 








Cevap B 


AYNEN 


Z 























ÜTmek.. 48 
lim (he 42 —yx2 -2x) 


xXx—m 
limitinin değeri aşağıdakilerden hangisidir? 


A) -2 B) -1 Cc) 0 D) 1 E) o 


Çözüm 


w —vo belirsizliği vardır. 


im İV X2 42-1)x2 42x) 
(he 42—)x2 ox 1242 -2x) 








— lim 
Ny v2 42 4x2 42x 
(e 42)-( 2x) *2) iy? #2Xx) 
GE METE 7 * el (2 
—2X42 
- lim 
x—>w 
|x| 1 Z-afxj 14— 
2 
Xx 
xl 242) 
— lim - (X—wise,|x|-xtir.) 
x—w 2 
«| 1— 1 2) 
X X 
Bez 
- lim — 
Xx—>w 
14— 4 142 
x Xx 
lim (—2)-4 lim z 
< x—w x—>wX 
aim 0s im 24 m e im 
xa xw y2 x>m x>oX 
— —240 
V140 4140 
-— 


“Cevap B 


Mn. 
çim (Vxr2 vx) 


limitinin değeri aşağıdakilerden hangisidir? 


A) -2 B) -1 G0 D) 1 E) w 


Çözüm 


w —co belirsizliği vardır. 
lim (VXEZ -Jx) 
(İx42 —vX Yİ E2 vx) 





— lim 
iyi VX#24İX 
N X42-X 
- lim ————— 
X9 İX4D NX 
2 


xn vVx2 4x 


Cevap C 








a>Oolmak üzere, 


lim Yax? ibx4c - lim va (s2) 


X—> a X—>w 





lim vVax? #bxsc lim va (2) 
X—>-—a X—>-w 2a 
olur. 





Uygulama 


lim (Vz 71 ex) 
X—w 
- lim (Yal E7.xat ax) 


Xx——n 


eza) 


z ( —) 
- lim |—-— 
x>—eoX 2:1 





m 

© 2 
Uygulama 
lim (hz hex) 


x—w 








lim 20x42 - 2 s2xa0) 
X—a 


ellezi) 



































Uygulama 

im V2-x2 yoktur. 

x—-0 

Uygulama 

im vVx2-2- lim A-Z) se 
x3-0 x——w 2-1 


5. 1” Belirsizliği 


12, 00, w> tipindeki belirsizlikleri içeren problemleri 
“türevin limite uygulanışı” bölümünde vereceğiz. 








e, doğal logaritma tabanı olmak üzere, 


e - 2,71828182845904523536028747135266... alı- | 
nırsa (c sayısı irrasyonel bir sayıdır. Yaklaşık değeri- 
ni 2,718 kabul ederiz.) İ 


lim 1(xX)20, lim g(X)sw ve 


X>30 XxX—20 
im (f0)-g(#)isL,(LeR) 
Xx30n 
| ise | 


| 
lim (1410)19“ xe" dir. 
i Xa 

iç arif 











indi .. 45 
Xx 
im (5) 
xw Xx*#İ 
limiti kaçtır? 


Çözüm 


lim DA lim xx ve 








xa X$ X—w 

, 1 X 

lim .xl lim zi 
x—>al| XHİ x>w XFİ 
ise 


lim (5) -e'-edir. 
Xx Xİ 














Kİ iie 46 


1 4x-İ 
lim | 14 
x>a 2Xx41 


limitinin değeri kaçtır? 





A) e! B) e G) e? D) e E) e$ 


Çözüm 


4x-1 
z 1 
fim | 14 
x>30 2Xx41 


iftadesindea-i,b -2ved-4tür.Bunagöre 











4 4x-1 A.ş 
fim | 14 -e? -e dir. 
xw 2X41 
Cevap C 
Lay .. 47 
vi öy yi 
lim 
x—>o| 2X43 
limitinin değeri kaçtır? 
A)2 B) 4 G) e? D) e3 E) e* 


Çözüm 


4x— 4x— 
” 2x45)'* Z 2Xx:4312 z 
lim lim (——— 
xl 2X43 x>wl 2X43 
4x— 
© (2x43 2 i 
- lim * 
x>ol 22X43 2x13 


4x-1 
zliml/14 > 
x>w 2X43 














Cevap E 


yy eee me li 


i 
i 
; 
; 
: 

















K. DİZİLERİN LİMİTİ 


(a,) bir dizi olsun. 


n— o için (n sayısı artıkça) a, bir L ye yaklaşıyor ise 
bu dizinin limiti L dir denir. Bu durum aşağıdaki ifade- 
lerden biri ile gösterilebilir. 
& lima, <L 
n— a 


& lima, <L 
& (a,)—>L 





MA 


ilikin ezelim 








( Fonksiyonlarda limitte geçerli olan tüm kural, tanım, | 
uyarılar dizilerde limitte de geçerlidir. Bu durumda di- 
zinin limiti, fonksiyonun limitinden faydalanılarak bu- 
lunur. Aşağıdaki teoremde bunu göstermektedir. 


169), (1, co) aralığında tanımlı bir fonksiyon ve (a,). ge- 


nel terimi a, - f(n) olan bir dizi olsun, Jim f(x) 


| mevcutsa, lima, — lim f(x) olur. 
X—a 


Ümek .. 48 


(aş yz e 


n2 41 





dizisinin limitini bulalım. 


Çözüm 


2. 2 
im)" EnA? mf 2 -5n 41 
n2 41 Ten? #1 


ÜS enak .. 49 


n2 45" 
n!s-2n 





dizisinin limitini bulalım. 





Çözüm 

n— o için 
5" >n? 
n!>2n 


olduğu için, 


2 n n 

. İn” *5 

lim im) 2 dir. 
n!-2n n! 


n—>e için n!>5” 





olduğu için, 





m .. 50 


Ni 1 
Gnl (ş -) 


(b, ) İn?) 





olduğuna göre, limj(a,) — (b,)I ifadesi aşağıdaki- 
lerden hangisine eşittir? 


A)0 B) 2 0S  D10 B-e 
e 
imfan ) (b, im 5) ün? ) 
n2 41 
üm) > Jim) 
n“ 41 


-0-(45) 





—— 


Cevap E 


at . Dİ 


a 3n-i, 8n? -1 
" n#2  5p8 





5 


olduğuna göre, (a,) dizisinin limiti kaçtır? 


A) -5 B) -2 6)6 D) 16 E) 28 




















; 
| 
i 
| 
| 
i 
| 
i 



































Çözüm 





pe 2. 
imla, ün) 2 Le 5) 





nt2 on3 
imiz 2. 
üm) 2 im 8 İİ nis 
ns2 2n3 
2x9 5 
pe 
Cevap B 


dye sd 
An (m3) Lİ 


ile verilen dizi için lim ay, kaçtır? 
n— 


Çözüm 

a, <(7n-3)sin il duğuna gö 
n nz | olduğuna göre, 
lim a, 


n—eo 


lim (7n:7-7-3)n| 5) 
ne ni 


— im Ka GG) 
n>aw ns1 ni 





lim/7 — lim to:sn 2) 
n—a new ni 
ni 
na) 
sin ir 4 
-7-lim| —<2 2 | 10. lim sin 22) GA) 
na n—a ni 
ns p 
-7-lim |) 0 
x>0| X 
7-1-0 
-7dir. 


Yukarıda (:Xx) ın bulunduğu satırda, 


al ve 
ni 


n>o iken x->0 


dönüşümü yapılmıştır. 











dizilerinin limiti yoktur. 


dye .. 53 
1 
an-İ) 


(b, )-(2 427437 4... 4n7 ) 
(Gn )zlan )-(bn ) 
olduğuna göre, (c,) dizisinin limiti aşağıdakilerden 


hangisine eşittir? 


A)0 o 2 D)1 E) to 


Çözü 


lim(c,, ) <lim((a, )-(bı, )), (0-co belirsizliği) 


Al L ) (2422437 4...n >) 


2 2 2 2 
-imfi te 2 Yene | (E belirsizliği) 
© 


n-(n e (2n*-1) 
RİN 








GEN 











lim(a, ) <aise, 
Aş tâ tâg k...tân 
n 


lim 





Uygulama 
5 7 


çentt 
34-—4—1 
ij 2 3 n 
n . n 


olmak üzere, 








im) 2 2) -2 olduğu için, kural gereğince, 
n 


lim(a,, ) <2 dir. 





EM 


a ai 


1” 























Buna göre, aşağıdakilerden hangisi yanlıştır? 
A) lim f(x)-2 
x——İ 
B) lim f(x)-0 
x—0 
C) lim 1(xX)-1(1) 
x—>1 


D) 1(1)4f(2)-3 





E) f(-2)-0 
» OX —2X 
lim 
X—-ow 3-—x2 


limitinin değeri kaçtır? 


A)-2  B)-1 Cc) 0 D) 1 


N | ) 
lim (——4— 
x——31X-—1 2 


limitinin değeri kaçtır? 


A)-2  B)-1 9O Di. 


. İ cos” x—sin?x 
im | << 
zl sinx-cosx 
ar 


limitinin değeri kaçtır? 


A) -2 B) -1 C) 0 D) 1 E)2 





ş COS2Xx 
lim ——— 

x COSX—SİNX 
Bir 


limitinin değeri kaçtır? 


A0 B1 oy2 ny 


E)2 





limiti aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) o B) -1 Cc) 0 D)1 E) w 


olduğuna göre, a kaçtır? 


A) -2 B) -1 Cc) 0 


(Yn? #2045 -yn? en) 


dizisinin limiti kaçtır? 


A) O o 2 D) 1 





: a) 
fim 
x>wl 3Xx1-4 


limitinin değeri kaçtır? 


C)e D) e-3 E) e-19 





















































V lim t)-2 
x>-İ7 
lim f(X)>2 dir. 
xi 


lim f(x) lim f(x) iken, lim f(x)-2'dir. 
x3-17 xo-1İ x--1 


X  -İ noktasında sağdan limit ile soldan limit birbirine 
eşit olup bu limit değeri fonksiyonun bu noktadaki de- 
gerine eşittir. 


V lim f(x)-0 


x30 


lim f(X)-0 dir. 
x30İ 


lim f(x) lim f(x) iken, lim f(x)0 dır. 
x307 x0* x0 


Xx - 0 noktasında sağdan limit ile soldan limit birbirine 
eşit olduğundan bu noktada limit vardır. Fakat bu limit 
değeri fonksiyonun bu noktadaki değerine eşit değildir. 


V lim f()-3 


x17 


lim t(x)-2 dir. 


x>1İ 
lim tf) lim f(x) iken, limf(x) yoktur. 
x>1 


x17 x1 


X 1 noktasında sağdan limit ile soldan limit birbirine 
eşit olmadığından bu noktada limit yoktur. Bu durumda 
C seçeneğinde verilen eşitlik yanlıştır. 


Cevap C 








2. 
1. Yol 
2-2 dn. 
im K72X ) Z) beğrsiziği 
x-a 3x2 3—(-)7 —o 
x (2) 

i X -2x.. i X 1-9. 4 
x3-m 3x2 





lim (x4x1) 
lim (ez) » lim (3) 
8 x-1 2) lim, (x-1) x-3N2 





Yukarıdaki işlemleri kısaca aşağıdaki gibi yapabiliriz. 


x*İ 1). 341 1 
İ ——1— is 4-——1 
ins) —-1 2 





Cevap D 


4. 

o (cos”x-sin?x vo COS2X 
lim | <—— — /e lim vr 
3 SİNX -COSX 7 Z sin2x 


2C0S2X 
z Sin2x 





Cevap E 


MM lk 





; 
z 
: 





e çk e çal e 











COS2Xx o 0 


lim ———— — -———— -— — belirsizliği 
e cosx—-sinx oz Ni ye O 
2 2 
, cOSs2x . cos?x-sin?x 
lim - lim ——— — 


x COSX-SİNX x Cosx—sinx 
—2— di 


N COSXx—Sinx)(COsx -sinx 
yi X ) 


x COSX—SİNX 
Xx—— 


- lim (cosx*sinx) 











x>— 
4 
T 
— COS— 4 sİNn— 
4 
-N2 ,N2 
2 2 
-yE 
Cevap C 
6. 
1. Yol 
5 
. Xİ-1 (-eY-1 —e 
lim z e - — belirsizliği vardır. 
X3-e yi (<9 © 
Miz a, 
X—-0 X x»—-0o xi 
: 1 
- lim (x-— 
Xx——-aw xi 
-—o—0 
z—o 
2. Yol 
5. 5 
lim * SİL im X -- Jim x--w 
X3-w yf X3—m yi .x—-w 
Cevap A 








aX“—Xx“—Xx ©... 
lim - — belirsizliği 
xw 9x2 41 © 
© ax —x-x 5 
lim — 
Xx3w 9x2 41 2 
pon 2 pen 
in (a—-1)x Xx 5 
xw Oy? .4 2 
al e öde 
2 2 
Cevap E 
8. 
lim (nz -2n45 —in2 Sali belirsizliği 
n— ao 
lim (Yı? 42n -5 —yn? en) 
n—> a0 
- lim ilme ilme) 
na 2-1 2-1 
— lim (ns1-n-2) 
n— a 
O) 
— lim | — 
n>wX2 
Çİ 
2 
olduğuna göre, 
(a2 -2n45 -yn? en) 
dizisinin limiti 5 dir. 
Cevap C 
9. 
N G> AE. okğyygpıy Si 
lim lim 
x—>w(3Xx414 x>al 3Xx14 








3x44 oo 5 7” 








Cevap E 









| 
İl 
İ 
| 
| 






























































1. 
e Da 
tim 
X»İAyZ -1 
limitinin değeri kaçtır? 
1 1 2 3 
A B C D E 
li li lir )1 
2. 
., X-İ 
lira —— 
x>1X4İ 
limitinin değeri kaçtır? 
A)-2 B) -1 c)0 D) 1 E)2 
3. 
lim (x2 42x41) 
x>3İ 
limitinin değeri kaçtır? 
A)2 B) 4 G) 15 D) 16 E) 17 
4. 
lim sinx 
x—0 
limitinin değeri kaçtır? 
A) B-- Co D)1 E) 
5. 
sin X 
lim —— 
x>0 X 


limitinin değeri kaçtır? 








ffonksiyonunun grafiği yukarıda verilmiştir. 


Buna göre, aşağıdakilerden hangisi yanlıştır? 


A) lim f(X)sc B) im fi 


x—>2” 
GC) lim f(x)-2 D) lim f(x)-—1 
x>—T x>e 
E) lim f(x)>1 
x—>0 
7. 
2x4a, x<2 ise 
1()-4-1, x-2 ise 
x2 41, x>2 ise 
biçiminde tanımlanan f(x) fonksiyonunun x — 2 
noktasında limitinin olabilmesi için a kaç ol- 
malıdır? 
A)0 B) 1 02 D)3 E)4 
8. 
iz Xx -3, x#2 ise 
3, x—2 ise 


olduğuna göre, imi 18) limitinin değeri kaç- 
> 
tır? 


A) 0 B) 1 c)2 D3 -E)4 


00n0o0n0o0o000çc MM MM MM LUMMM Ml pi 









» 

















9. Herxreel (gerçel) sayısı için, 
X-5Sİ(0)SXx24Xx45 


olduğuna göre, lim f(x) limiti kaçtır? 
x—>0 


A)4 B) 5 Cc) 6 


10. 





ffonksiyonunun grafiği yukarıda verilmiştir. 


tfonksiyonunun Xx in-1,0, 1, 2,3, 4 değerlerin- 
den bazıları için var olan limitleri toplamı kaç- 
tır? 


A) 0 B) 1 C)3 D) 4 E)7 


11. 
ME 
sinx——— 
lim 2 
1 
Xx, COSX4- 


limitinin değeri kaçtır? 


A)-1 B— 














limiti aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) —o B) 1 Cc) 0 





13. 
oil x0 ise 
©W)zİ ox ' ği 
—, x-0 ise 
fonksiyonu için, 
lim f(x) a 
x—0* 
lim f(x) b 
x— 07 
olduğuna göre, a * b toplamı kaçtır? 
A) 1 B)2 Cc) 4 D) 6 E) 7 
14. 
ax-b, x<i ise 
1(X)4/-2, Xİ ise 
ax $<bx, Xx>i1ise 


im 10) 101) 


olduğuna göre, a * b kaçtır? 


A)4 B)3 c) 0 D) -1 E) -2 















































limitinin değeri kaçtır? 


A7 B)8 Cc) 9 D) 10 





lim (x2 41) 
x—2İ 


limitinin değeri kaçtır? 


A5 B51 OG52 D)53 E54 





oz D) 1 





limitinin değeri kaçtır? 


A0 B)1 C) 10 











lim VXx#-6 tax kli 
x3 x2 49 2 


olduğuna göre, a kaçtır? 











A)1 B)2 C)7 D) 31 E) 57 
Ka 
SEE —. 
(e 
e > 
ZN 
lim x Me 
x>wl 5X—6 5 
limitinin değeri kaçtır? 
4 1 6 2 
e — Cİ D— BS 
Gi 25 B) 5 ) 25 ) 25 5 
Mana, 
© 
EN 
ni —gn-i 
lim 
n—>w gn-i gti 
limiti kaçtır? 
B)1 Cc) : D) 2” E) -9 
A) 9 ) > 
ane, 
ö 
Ni Z 
AN 
e Mİ 
lim 
x>1 x2 —1 
limitinin değeri kaçtır? 
A) — B) -İ c0 D) 




















lim ( 4X2 4x -2x) 


Xx—w 


limitinin değeri kaçtır? 


1 5 
B) — C) — D) 2 

A) 0 ) 4 ) 7 ) 

: 1 

lim ——— —« 

Xİ x2 -okx ak? 
olduğuna göre, Kk kaçtır? 
A)1 B)2 Cc)3 D) 4 


lim (a) 
x>0l (Xx) 


limitinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


A-—< Bo Ci Da 





12. 


© İğix 
im —— — 
x>0 |2xJ4x 


limiti kaçtır? 


A) -2 B)-1 Cc) 0 


























1 
lim e* 
x>07” 


limitinin değeri kaçtır? 


A) -e B) 0 Co) 1 


14. 


N Inx 1 
lim — ——— — 
x>1k-(X*2)-6 2 


olduğuna göre, k kaçtır? 


A) 1 B) 2 o) 3 


15. 


sele) 


limitinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


A) — B) -1 Cc) 0 


16. 


b Neyi ğ 
lim —— 
X—2 x5 -3x$ -B 


değeri kaçtır? 


KM 
24 
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Bu konunun iyi anlaşılabilmesi için, toplam sembolü- 
nün ve toplam sembolünde verilen kuralların iyi bilin- 
mesi gerekir. 


Özellikle, aşağıdaki kuralı tekrar hatırlatalım. 


3 n 


A 





Burada |r| < 1 ise, 
na, Mİ 50 


olacağından, 











nsi 
1 
-—— olur 
1-r 
Uygulama 
A sl 
14—4| —| #(—| $... 4) — ku. —— 
2 2 1 
iz 
2 
2 


Ünel si 
>4 


nf 


toplamını bulalım. 








ŞE 
Ortak çarpanı r olan sonsuz terimli bir geometrik di- 
zinin terimleri toplamı, 


aş taşrsaşr? #...saşr s-Y (a e) 
k- 
biçiminde gösterilir. 
İrl > 1 ise toplamın yaklaştığı bir gerçel sayı yoktur. 


İr) < 1 ise bu toplam, 


m 


e 1 
aşırTİ)-a,.— 
DE 1 )saş Ya 


nf 





işimizde tanımlanan bir gerçel sayıya yaklaşır. 





aye il 
Sa 


nst 





toplamını bulalım. 





Çözüm 
yi 1 1 (0 (4) 

—14—4| —| .. 4) — Fu 
a 3 3 X3 3 

o İ 

1-1 

3 
-3 
2 





lay 0 
5 3.52 
n1 


toplamını bulalım. 


MA EMA a YA a ML ila ai OLANİ 











Çözüm 






Dİ 3.52) -3.5İ 43.59 43.5-143.5-2.. 


n1 


-3.51.(145-145-2453...) 


seli) ) 1) 


-g.st. 1. 
1 
5 
75 
4 


Tek .4 


0,3-0,3333... 
devirli ondalık açılımının değeri aşağıdakilerden 
hangisidir? 


A4 B > o 3 D) 5 E) > 


YGS kitabında devirli ondalık kesirleri rasyonel sayı bi- 
çiminde yazmayı gördük. Orada 0,3 - 5 - 5 eşitliğinin 


yazılacağını öğrendiniz. Şimdi farklı bir yöntemle aynı 
sonucu bulalım: 


0,333...3...x0,340,0340,003--...*-0,000...030...-... 


3 3 3 3 
> —4—— 1 —— e.t 
10 100 1000 10" 


Şa 


nz1 10” 





iz 99 





Bu sonsuz toplamın ortak çarpanını ve ilk terimini belir- 
leyip, değerini bulalım: 


EN 
Ansı O 4g 1 
r—— ——— -—— ,.. (A 
an Bp e) 
10” 


İrl < 1 olduğundan, toplam bir gerçel sayıya yaklaşır. 


Bu durumda, 








Cevap E 


Timi w5 





toplamı kaçtır? 


I 
KL 
ola 


A) 2 B) > 01 D) > 





1-1 

1 
a, —|İ -— zİver-—— <1 olduğuna göre, 
1 ( 2) p g g 


Cevap D 
























































ği nek .6 


© giti 





gn 


ni 


toplamını bulalım. 


























Çözüm 
w ni ni 
- ise â, -— dir. 
ni 4 4 
gt? gti 3 
a ni n. 
—— Marla e z pi 4 Siir, 
an gti gti 4 
4” 4" 
a, 9 ve ii olduğuna göre, 
4 4 
m 
gti 1 
Yİ mi 
nsi 4 
yale 
4,3 
4 
z9 dur 


Tini 4 | 
Y gri 


nst 


toplamını inceleyelim. 








Ir) 2 1 ise toplamın yaklaştığı bir gerçel sayı yoktur. 


il 
! 


i 
İ 





bi mi ik 


ni 


olduğuna göre, a kaçtır? 








A)186 oOB)120 C)108 D)102 E)896 
Çözüm 
NS a a a a 
23 EŞ MA zam (4) 
2 g3 5 2 
giz g3 gg gir” 
2 ii e a — 6 
ns 3 —— 
a-108 dir 
Cevap G 
kap . 9 
laf < 1 olmak üzere, 
Karş 
nz0 
olduğuna göre, a kaçtır? 
1 1 1 1 1 
Ay Bi > KY D) — — 
)-- B-; ©; Dş Eş 
Gözüm 
> al -1sasa?4a94..ka3.. ... (A): 
ns0 
> e ise 1 ML 
6 i-a 6 
ni 
6-5-S5a 
agi tir 
5 


Cevap A 


e 


MEKLE ŞEN AEANERİNAMKUESAE 








i 
i 
i 
; 
: 
i > 
P 
: 
İ 
- 
Z 
5 
i 
z 
i 
i 
Z 
? 
: 
© 


























© 
b gnti 
ni 


olduğuna göre, aşağıdakilerden hangisi doğru- 
dur? i 

A) İşleminin sonucu 1 dir. 

B) İşleminin sonucu 2 dir. 

GC) İşleminin sonucu 3 tür. 

D) İşleminin sonucu 4 tür. 


E) İşleminin sonucunun yaklaştığı bir gerçel sayı 
yoktur. 


(6) 
ni 5 
toplamı kaçtır? 


1 1 
A) — B) — 
)5 3 





o 1 1 
Dn 5 


nzm 


olduğuna göre, m nin en kücük tam sayı de- 
ğeri kaçtır? 


A) 1 B) 2 Cc) 3 DD4 o ES 


In x sin in x-*..*İn SİX 4... 4 


olduğuna göre, x aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 








5. 


09“<x<90' olmak üzere, 


Y (sinx)” 2 
nsÜ 


olduğuna göre, x kaç derecedir? 


Bir top 20 metre yükseklikten bırakılıyor. Top yere 
her çarpışında düştüğü yüksekliğin 96 20 si kadar 
yükseliyor. 


Topun durana kadar aldığı toplam dikey yol 
kaç metredir? 


A) 25 


B) 30 


C)35 D)40 E)45 





Şekildeki KUMN karesinin bir kenarının uzunluğu 
a birimdir. Bu karenin kenarlarının orta noktalarını 
köşe kabul eden yeni kare çiziliyor. Bu kez içteki 
karenin orta noktalarını köşe kabul eden kare çi- 
ziliyor. En içteki karenin orta noktalarını birleştire- 
rek iç içe sonsuz sayıda kare oluşturuluyor. 


Bu sonsuz Sayıdaki karelerin alanları toplamı 
20 birim kare olduğuna göre, a kaçtır? 


At BN2 o D2 EO 




































































X73'*1 toplamında a, -3"*! dir. 
ns 
Anşı giti giti. 
- S2 3 gti, 
ân giri gnsi 


Buna göre, (a,) - 
geometrik dizidir. 


(3"*1) dizisi ortak oranı 3 olan bir 


Genel terimi, geometrik dizi koşulunu sağladığıdan ve- 
rilen sonsuz toplam bir geometrik dizinin terimleri top- 
lamindan oluşmaktadır. 


Bu geometrik dizide, 


rz3>idir. 


n*1 
Bu durumda, > 3 toplamının yaklaştığı bir gerçel 
nz 


sayı yoktur. 


2. Cevap E 


nz 


Bu ifadede genel terim, geometrik dizi koşulunu sağla- 


1 n 
dığı için > (2) ifadesi sonsuz geometrik dizinin te- 
nf 


rimleri toplamıdır. 


1 
Ortak çarpanı, I— 5 tir. Buna göre, 


Cevap C 








Y e 1 1 
2 öm * mis * 2 W 
1. 2 2 gemi 4 


Sİ İİ MY ala 





1 1 1 
11—ı— a... — —— tür 
4 p sonsuz toplamında a, — iver 2 tür. 
Bu durumda, 
1 1 1 
15—4 — ... xaş — 
4 42 ir 
-1.—— 
a 
4 
4 
—— olur. Ak 
3 (K) 


Buna göre, (Xx) da bulduğumuz sonsuz geometrik di- 
zinin terimleri toplamının eşiti () da yerine yazılırsa, 








Buna göre, 








> ye ise N gr 
ri gön 48 am.3 48 
am > 48 
m>3 olur. 


Bu durumda, m > 3 koşulunu sağlayan m nin alabile- 
ceği en küçük tam sayı değeri 4 tür. 


Cevap D 


n 
in/x #inx sin fx #..#in İYx 24 
1 


1 
e e ine e ane Ai 
3 n 


Ea 





m mm zy 

















> (sinx)” 14sinx4sin? xs...4sin"x4... .. (A) 
ns0 


toplamında, 
Aş —iİ 


r-sinx olduğuna göre, 





2. ene -2 ise 1- : -2 
— 1—sinx 


1-2-2sinx 


2sinx —1 


Gine» dir. 
2 


(or <x <0 ve sxs 2.) ise X-30* dir. 


Cevap B 











Top 20 metreden düştükten sonra, çıktığı yüksekliği 
tekrar düşeceği için çıkışta aldığı yolu 2 ile çarparak o 
anda aldığı toplam yolu buluruz. Bu durumda iz al- 


dığı toplam dikey yol sırasıyla, o... : ei 


20.2. ) 

100 

20 > 
100 100/' 











2042.20.-29.. 45 2 
100 


-msX2 20- El 


—2042:-20: Çi li tam ii 


100 ie 20 
100 
sö) rağ 
54 
-30 dur 
Cevap B 
7. 
K N 
Ke» 
u M 
1. karenin alanı -a-a -a? 
2 
2. karenin alanı- <a-.-3 A. 
2 je 2 
aa a 
3. karenin alanı -—.—— — 
2 2 4 


olduğuna göre, elde edilen tüm karelerin alanları topla- 
mu, 


İl 
2 


a” -2-20 


2 -10 isea-y10 olur. 


Cevap E 





























1. 
Si n—1 
>) 
nz? 5 
sonsuz geometrik dizi toplamının değeri kaçtır? 
A)3 B) 4 C)5 D) 6 E)8 
2. 
Y 2 4g” 
nz1 4" 
sonsuz geometrik dizi toplamının değeri kaçtır? 
A)3 B)4 C)5 D) 6 E)8 
3. 
Y gk*i 
kz1 3k -—1 
sonsuz geometrik dizi toplamının değeri kaçtır? 
A) 15 B) 12 c)9 D) 6 E)4 
4. 


— 13 
nl 
KE 


ifadesinin değeri kaçtır? 


A)4 B)3 o) 2 D) 1 E)0 














1 i i 
ME id pa D) — EE 
A) B) 6) 2 ) E) 12 
z 1 
k 
Zi ek 


toplamının değeri kaçtır? 


| 


AŞ B) 2 9 D) 





Bir top yüksekliği 6 metre olan bir noktadan bırakı- 
lıyor. Top her yere çarpışında bir önceki yüksek- 


liğinin : ü kadar yükseliyor. 


Buna göre, bu topun aldığı dikey yol kaç met- 
redir? 


A7 3) > o 2 D)12  E)18 





Yarıçapı 12 cm olan bir çember içine aynı merkezli 
i ” li ÇE 
ve herbirinin yarıçapı öncekinin ri kadar olan 


sonsuz tane çember çiziliyor. 


Elde edilen çemberlerin çevreleri toplamı kaç 
cm dir? 


A)72x B)64x C)56x D)48x E)36r 



















1. 
>lar) 
nz2 3" 
toplamının değeri kaçtır? 
1 1 1 
A) — B) — GC) — 
) 72 ) 16 ) 8 
2. 


gn-2 


> 


işleminin sonucu kaçtır? 





> 


ire 


NJw 
- 


3. ine t1 olmak üzere, 
e 
> gi3-n)-in2 
n-3 
toplamının sonucu kaçtır? 


A) — EE oz 





2 sayısının pozitif doğal sayı kuvvetlerinin kümesi, 
A—-12,22,23,...on,...) 


olduğuna göre, A kümesindeki tüm eleman- 
ların çarpmaya göre tersleri toplamı kaçtır? 


A)1 B)2 Cc) 4 




















5. 





Aşağıdaki şekilde en büyük karenin alanı 1 birim 
karedir. En büyük kareden başlayarak kareler sü- 
rekli olarak dört küçük kareye bölünüyor ve küçük 
karelerden biri boyanıyor. 





Boyalı alanların toplamını veren eşitlik aşağıda- 
kilerden hangisidir? 





Aşağıdaki K sayısı sonsuza kadar aynı biçimde de- 
vam etmektedir. 


K- azı Ja2ı farz 
L-İ1BAY2EK 


Buna göre, L kaçtır? 


AyY2 B2 O2N2 Da 
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A. SÜREKLİLİK - SÜREKSİZLİK 
lim f(x) lim f(x)>f(a) ise, 


eşitliği varsa, f fonksiyonu apsisi x - a olan noktada süreklidir. 





Uygulama 
lim (x4*5)- lim (xx5)-245 tir. 
x—27 x>2* i 














İ(X) —x * 5 olmak üzere, 


















































lim f(x) lim f(x)-f(2) 


x—27 x-2* 








































































































































































































olduğundan f fonksiyonu apsisi x —- 2 olan noktada süreklidir. 
Uygulama 
e amal 
x8- X x3t X 3 
Xx*5 
x)x—— 
(0) 





olmak üzere, 


lim g(x)- lim g(x)-g(3) 


Xx—3 x—>3 


... Olduğundan -f fonksiyonu apsisi x — 3 olan noktada süreklidir. 


ta gz li 
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Grafiği verilen f fonksiyonu apsisi x — 3 olan noktada sürekli midir? 
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Yukarıdaki şekilde grafiği verilen y — f(x) fonksiyonunu 
için, 


im 10) 4 


x—3 
K3)—-4 
olduğundan 


lim f(x) 1(3) 


x>8 


tür. Bu durumda f fonksiyonu x — 3 te süreklidir. 


Tdi e 


(0) > 2x-1 


fonksiyonunun sürekliliğini inceleyelim. 


Çözüm 


iy — 2x1 İİİ 2x1. 
(8) -2:3-1-5ti. 








lim f(x) lim f(x)f(3)-5 
x>3” x>3İ 
olduğuna göre, (Tanım değeri, limit değerine eşit oldu- 
ğu için) 
f(x) < 2x— 1 fonksiyonu x 3 te süreklidir. 
f6)  2x— 1 fonksiyonu x in bütün reel değerleri için yu- 
karıdaki koşulu sağlar. Yani her noktada, tanım değeri 
limit değerine eşittir. 


Bunun için, f() < 2x— 1 fonksiyonu x in bütün reel de- 
ğerleri için süreklidir. 














Tanım kümesinde sürekli olan bir fonksiyona sürekli 
fonksiyon denilir. 














a-x, x>—İ ise 
1 x—iİ ise 
x2 *b, x<-İ1ise 


fonksiyonu x - —-1 de sürekli olduğuna göre, (a, b) 
ikilisini bulalım. 


Çözüm 
Fonksiyonun kuralından, f(-1) — 1 dir. 
16) fonksiyonu x — —1 de sürekli olduğuna göre, 


lim f()— lim f(x)>1(1)1 


Xx>(-1) x( <1) 


olmalıdır. Buna göre, 


im OZ 4b)-1 


(0 #b-1iseb-0 olur. ...() 
lim  f(x)>1 


x>(-1)* 


lim (a-x)-1 
x>(-1) 


a-(-1)-İisea-Oolur....(X7r) 


Buna göre, (a, b) — (0,0) olur. 








y - İ() fonksiyonu x < ada sürekli ise, 


lim 10) —fa) dır. 
x—a 





Ölmek .4 


(()-x2-4 





fonksiyonunun x — 3 teki limiti kaçtır? 


A)1 B)2 c0)3 D)4 E) 5 


Çözüm 
f() —x2—4 herxe R için sürekli olduğuna göre, 


lim 10) -f(3)-32 4-5 tir. 
x>33 






























fe) fonksiyonu apsisi x — a olan noktada sürekli de- 
ğil ise, süreksizdir. 








Grafiği verilen f fonksiyonu apsisi x — 3 olan nok- 
tada sürekli midir? 


Çözüm 


lim 10) --3 
Xx—8” 

lim 16)4 
Xxa3” 


lim f(x) lim f(x) olduğu için lim f(x) yoktur. 
x37 x93t x—3 


xz3delimiti olmadığı için, y — f(x) fonksiyonu x - 3 
de süreksizdir. 


Ürek .6 


iy 








yi) 


Grafiği verilen f fonksiyonu apsisi x — 3 olan nok- 
tada sürekli midir? 


Çözüm 
lim 1) -2 
Xx>3” 


lim f()-2 
x—3* 


lim f0)— lim f() olduğu için lim f6)-2 dir. 
X337 x—>3* x—3 


 ()--2 


7— İ(x) inx - 3 delimiti mevcut fakat fonksiyon değe- 
rine eşit değildir. Bunun için y — 1(x) fonksiyonu x - 3 


 İesüreksizdir. 











Grafiği verilen f fonksiyonu apsisi x - 3 olan nok- 
tada sürekli midir? 


Çözüm 


lim 0) 40 
Xx—>3” 


lim f(x) 0 


İl 
li 
j 
j 
| 
| 
| e 
| 
| 
| 
i 
| x—3* 


lim f(x) lim f(x) olduğu için lim f(x) yoktur. 
x>37 x>3T x—3 


16) fonksiyonu, x — 3 te tanımsızdır. 


f( fonksiyonu, x — 3 te süreksizdir. 


Gi .8 





Grafiği verilen f fonksiyonu apsisi x - 3 olan nok- 
tada sürekli midir? 


© Gözü 
| lim #4) 
İ x—>37 
lim f(x) o 
Xx—>3” 


lim #0) 
x—3 


f() fonksiyonunu, x - 3 te tanımsızdır. 


f6) fonksiyonunu, x - 3 te süreksizdir. 
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1.  Birfonksiyon bir noktada tanımsız ise, o nokta- | 
da süreksizdir. 


2. Birfonksiyon bir noktada limitsiz (limiti yok) ise, 
o noktada süreksizdir. 


3.  Birfonksiyon bir noktada tanımlı ve limitli ancak, 
tanım değeri limit değerinden farklı ise, bu nok- 
tada süreksizdir. 








Uygulama 


olmak üzere, (7) tanımsızdır. Bu durumda f fonksiyonu 
apsisi 7 olan noktada sürekli değildir. 


Uygulama 


ffonksiyonu apsisi 3 olan noktada sürekli ve f(3) — 7 ise 


im 1) <8) <7 dir. 


ey 9 








f, grafiği yukarıda verilen bir fonksiyondur. 


f,xin—-3,-2, 0, 1, 2 değerlerinden kaçında sürekli- 
dir? 


A) 1 B)2 Cc) 3 D)4 E)5 


Çözüm | 
im f00)21 

ş 0) 

(3)21dir. 


im f(x) -1İ(-3)olduğuiçin f(x), x - -3 de süreklidir. 
Xi 


lim 10)-2 
x>(-2) 


lim  f(x)-2 
x—(-2)' 


olduğu için, lim İ(x)-2 dir. 
x——2 

1(-2)-1dir. 

lim f(x)f(-2) olduğu için, 
x—(-2) 
1(X),x-2 de süreksizdir. 
1(X),xz0da tanımsız olduğu için süreksizdir.. 
lim f(x) 0 
x—1 


((9)-0 dır. 
lim ix) 100) olduğu için f(x), x-1 de süreklidir. 
x— 


lim f(x)z1 ve lim f(x)-—i1dir. 
x—2İ x>27 


lim f(x) lim f(x) olduğu için, lim f(x) yoktur. 
x>2* x>27 x-2 


Bunun için f(x), x-2 de süreksizdir. 
Buna göre; 1(x), xin 2, O ve 2 değerlerinde süreksiz, di- 


ğer değerler (-3 ve 1) için süreklidir. Yani, istenen nok- 
talardan ikisinde süreklidir. 


Cevap B 


de çe .. 10 


fonksiyonunun süreksiz olduğu noktanın apsisi kaç- 
tır? 


Gözüm 
ya, Bir rasyonel kesrin paydası si- 
i fıra eşit olamayacağı için, 
16) fonksiyonu x — 2 için ta 





nımsızdır. 


Bir fonksiyon tanımsız olduğu 
noktada süreksiz olacağı için, 





16) fonksiyonu x — 2 de süreksizdir. 























fonksiyonu R de sürekli olduğuna göre, m nin han- 
gi aralıkta değerler alacağını bulalım. 


Çözüm 


X2 #x*#m0 


olmalıdır. Bunun için, 
A<0 


b? -4-a-c<0 


olmalıdır. 


B. KAPALI BİR ARALIKTA SÜREKLİ 
FONKSİYONLARIN ÖZELLİKLERİ 
* o Kapalıbiraralıkta sürekli olan bir fonksiyon bu ara- 
lıkta sınırlıdır. 


* o Kapalıbir aralıkta sürekli olan bir fonksiyonun bu 
aralıkta en küçük ve en büyük değeri vardır. 


* Kapalıbiraralıktasürekli olan bir fonksiyon bu ara- 
lıktaki en küçük değeri ile en büyük değeri arasın- 
daki her bir değeri en az bir kez alır. 


* fİ:lfa,bl—R, sürekli bir fonksiyon olmak üzere, 
f(a) - (b) < O ise 


f(c) — O olacak şekilde enaz birce (a, b) vardır. 


Aşağıda Ja, b) kapalı aralığında -iki-farklı sürekli 


fonksiyon grafiği verilmiştir. Yukarıdaki özellikler 
(teoremler) verilen grafiklerden kolaylıkla görülebi- 
lir. 











i 


Uygulama 


1:(0,2)—R,f(X) -x5—2x2 4 2x-1 olsun. Sürekli olan 
bu fonksiyonda, 


(0) -—1, (2) <3 vef(0) - (2) < Odır. 


Bu durumda f(c) — O olacak şekilde en az bir c e (0, 2) 
olduğunu söyleyebiliriz. (((1) —O,c — 1) 


Uygulama 

(9) X3 4 3x-5 
sürekli fonksiyon olmak üzere, 
(0) --—i, (2) 9 ve 

10) - (2) <0 
olduğundan 


Xİ * 3x-5 - Odenkleminin (1, 2) aralığında (en az) bir 
kökü vardır. 


td .. 12 


GAR, 
> (X—2)2 k1 
mSİE SM 


olacak şekilde en büyük m ve en küçük M değerini 
bulalım. 


Çözüm 


İ y>te) 








xv 


o|l 1i 2 4 





f, tanım aralığında süreklidir. Bu fonksiyonun görüntü 
kümesi (1, 5) kapalı aralığıdır. 


Şekilden de anlaşılacağı üzere, 

HO, A—R,İ() - (X—-2)2 1 ise 
11005 

olur. 


Buna göre, en büyük m değeri 1 ve en küçük M değeri 
5tir. 






























































bx-2a, x>1 ise 
1(X)-(—8, Xx ise 
3x-b, Xx<ifise 


fonksiyonu apsisi X - 1 noktada sürekli oldu- 
ğuna göre, a kaçtır? 





Yukarıda grafiği verilen f fonksiyonu için aşağı- 
dakilerden hangisi yanlıstır? 


D) f,apsisi x-2 olan noktada süreklidir. 
E) f(2)-0 


|  ğ 

x | 
—a 0 Pami 

: ; İ 


Yukarıda grafiği verilen f fonksiyonu için aşağı- | 
dakilerden hangisi yanlıstır? | 





A) lim f(x)>*w 


x>47 


B) lim f(x) --w 


x>4” 
C) f,apsisi x-—4 olan noktada süreklidir. 


D) i,apsisi x-4 olan noktada süreksizdir. | 
E) lim f(x) | 


x—-4 











f, grafiği yukarıda verilen bir fonksiyondur. 


f,xin-2,0, 1, 2,3 değerlerinden kaçında sürek- 





lidir? 
A) 0 B) 1 c2 D) 3 E)4 
5. 
2 
Xx“ -25 
(x) 7 
Xİ“ —3X 
fnin süreksiz olduğu kaç nokta vardır? 
A) 0 B) 1 o) 2 D)3 E)4 
6. 
tM,4—>R, 


(6) > ax? 4 6x—8 
sürekli fonksiyonunda, a hangi en geniş ara- 
lıkta seçilirse (1, 4) aralığında f(x) - 0 denkle- 
minin kesin bir kökü olur? 

D) 2,2) 


Cc) (0,2) 
E)C4,4) 


7. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangisi sınırlıdır? 


A) (R>R,İ) —tanx 

B) g:R—>R,g() --2x 11 
O h:f,2—R,h(a) 314 
D) k:(a,n)—>R,k() <colx 
) 


E Gan) —>—R,r() <tanx 














bx—2a, Xx>iİ ise 
1(X)-4-8, xi ise 
3x—-b, Xx<i1 ise 

fonksiyonun kuralından, f(1) -—8 dir. 


ffonksiyonu x — 1 de sürekli olduğuna göre, 


lim f(x) lim f(x)-f(1)--B olur. ... (4) 


x>İ7 x—>17 
Bu durumda, 


lim 1(x)--8 ise lim (3x—b)--8 


x—>1 x>17 

ise 3-1—b—-8 

ise b-iidir. 
lim 1(x)-—-8 ise lim (bx—2a)--8 
x>1* x>1İ 

ise 11-1—2a-—8 

ise gi dir. 

2 
Cevap A 

2. 


Yandaki şekilde grafiği verilen 


y - f() fonksiyonunun grafiğini 
göz önüne alalım: 





lim f(x)-1 ve 
Xx>2” 


lim f(x)1 


x>2* 
lim f(x) lim f(x) <1 olduğundan, 
Xx32- x—2t 


lim #(x)-1dir. ... (5) 
Xx>2 


Grafikten, f(2)-0 dır. .. 


. (AK) 

Buna göre, y — f(x) in x — 2 de limiti mevcut fakat forık- 
Siyon değerine eşit değildir. 

Bu nedenle f fonksiyonu x — 2 de süreksizdir. 

Buna göre, D seçeneğinde verilen ifade yanlıştır. 


Cevap D 








| 








3. 
iy Yandaki şekilde veri- 
i len y — f() fonksiyo- 
i nunun grafiğini göz 
| önüne alalim: 
—ai 


X 
li 
4 


Nİ 


lim f(x) z—w dur. 
x>4İ 


2 
(0) 








lim İ(x)-e0 ve 
x>347 


lim (6) lim f(64) olduğundan, lim f(x) yoktur. 
x>47 x4* i x>4 


ffonksiyonu, x — 4 de tanımsızdır. Bu durumda, tfonk- 
siyonu x < 4 de süreksizdir. 


lim #6) > 
-47 n , 
bi ise lim İ(©)— olur. 
lim  #(X) >co x——-4 
x—>-4t 


f fonksiyonu, x — —4 de tanımsızdır. Bu durumda, f 
fonksiyonu x <- — de süreksizdir. 


Cevap C 











f, grafiği dikkate alındığında, 


lim f(x)>2 


x—-2 
f(-2)21 dir. 
lim f(x)x1(-2) 


x>-2 


olduğu için, f() fonksiyonu, x - —2 de süreksizdir. 


f(x) fonksiyonunun, x — O da limiti (bir reel sayı olmasa 



























































































da) vardır. Fakat, fonksiyon bu noktada tanımsızdır. 
Bunun için, f(X) fonksiyonu, x — 0 da süreksizdir. 


16) fonksiyonunun, x — 1 delimiti vardır. Fakat, fonksi- 
yon bu noktada tanımsızdır. 
Bunun için, f(x) fonksiyonu; x - 1 de süreksizdir. 


lim f(X)2-1 


Xx>27 

lim f(x)>1 

x>2İ 

lim f(x) lim f(x) 


X-2” x—2İ 


olduğu için, f(x) fonksiyonunun, x — 2 de limiti yoktur. 
Bunun için 1(x) fonksiyonunu x - 2 de süreksizdir. 


lim f(x)1, 

x>23” 

lim f(x)1, 

x—3İ 

1(3)-1 

lim f(x) lim f(x) lim f(x)-f(3) 
x23” x—31 x—3 


olduğundan f(x) fonksiyonunu x — 3 de süreklir. 


Buna göre; f(x), xin—2, O, 1 ve 2 değerlerinde süreksiz, 
3 de süreklir. 


Bu durumda f, verilen x değerlerinden birinde süreklidir. 


Cevap B 


a Xx -25 


X2 —3x 





1) 


bağıntısında, 
X-3x-0 ise (X-0 veya x-3) tür 
Buna göre, (0) ve 1(3) tanımsızdır. 


Bu durumda 1(x), apsisi O ile 3 olan noktalarda süreksiz- 
dir. 


İLA R,İ(X) -ax2 4 6x-8 
sürekli olduğuna göre, 


(1) - #(4) < 0 ise f(c) - 0 olacak şekilde en az bir 
ce (1, 4) vardır. 
KY - (0) <0 
(a4 6—8)- (16a-24-8) <0 
(a—2)- (16a* 16) <0 ise 
—<a<2dir. 


Buna göre, a sayısı (-1, 2) aralığında seçilirse (1, 4) ara- 
lığında f(x) < O denkleminin kesin bir kökü olur. 


Cevap A 


AcR,f:A— EB olmak üzere, 


her xe A için, m < 1() < ii olacak şekilde m ve M 
gerçel sayıları varsa f tonksiyonu sınırlı Tonksiyon 
adını alır. Aksi konumda fonksiyon sınırsızdır. 


Kapalı bir aralıkta sürekli olan bir fonksiyon bu ara- 
lıkta sınırlıdır. 


A seçeneğinde verileni: R— R, f(x) —tanx, 


ms tan x< M olacak şekilde m ve M gerçel sayıları bu- 
lunamaz. Bunedenle f sınırlı değildir. 


B seçeneğinde verileng: R—R,g() --2x*i1, 


m <-2x * 1 < M olacak şekilde m ve M gerçel sayıları 
bulunamaz. Bu nedenle g sınırlı değildir. 


C seçeneğinde verilen h : (1,2) > E, h(x) 3x -4, 


ms3x-*4<M olacak şekilde m ve M gerçel sayılari 
vardır (m — 7, M — 10). Bu nedenle h sınırlıdır. 


D seçeneğinde verilenk: (x,x) > ER, k() — cotXx; 


ms cot xs M olacak şekilde m ve M gerçel sayıları bu- 
lunamaz. Bu nedenle k sınırlı değildir. i 


E seçeneğinde verilenr: (-x,7)— R,r(X) —tanx, 


mstan xs M olacak şekilde m ve M gerçel sayıları bu: 
lunamaz. Bu nedenler sınırlı değildir. 


Cevap C 


A)-3 


XS<2 ise 


2 
—3 2b, 
iG- Xx x-*2b 
X>2 ise 


axsb, 


fonksiyonu apsisi x — 2 olan noktada sürekli 
olduğuna göre, b—a aşağıdakilerden hangi- 
sine daima eşittir? 








A)-2 B- G2 Da 
|x-1Jsa, x<4 ise 

to) Ni 
a mz xz4 ise 


Xx 


fonksiyonu reel sayılarda sürekli olduğuna gö- 
re, a kaçtır? 





A)-4 B) -2 C)2 D) 3 E)9 
Xx —25 
O) 
Si X2 —x 


fnin süreksiz olduğu kaç nokta vardır? 


A) 0 B) 1 Cc) 2 D)3 E)4 


3x-8 


ti) -———— — 
MX2 42x4m41 

bağıntısı reel sayılarda iki farklı noktada sürek- 
siz olduğuna göre, m aşağıdakilerden hangi- 
sine eşit olabilir? 





B) —2 6) -1 D) 1 E)2 





i 


5. 








İ) sy fonksiyonu Afa, b) noktasında süreklidir. 


lim f(x) xa—1 
x—at 

lim f(x)-4-b 
x—a” 


olduğuna göre, a kaçtır? 


A) 1 B)2 Cc) 3 











Grafiği yukarıda verilen y — f(x) fonksiyonunun 
(-4, 51 aralığında sürekli olduğu noktalardan 
kaçının apsisi tam sayıdır? 








A) 9 B) 6 C) 5 
24— 
g(x)- 3 
2 2 41 





Xx -g(x2 -4x-5)47 


olduğuna göre, f fonksiyonunun süreksiz ol- 
duğu noktanın apsisi kaçtır? 
A)—3 


BD 1 Gi 






































1. 
—3x-2a, Xx<-İ ise 
fO)5 . 
axt5, x>-i ise 
fonksiyonu x - —1 noktasında sürekli olduğuna 
göre, a kaçtır? 
A ik ğe me 
2 4 
2. 
x-5, X#2 ise 
to) > 
—, x-2 ise 
fonksiyonu için aşağıdakilerden hangisi yanlış- 
tır? 
A) lim f(x)-—3 B) lim f(x)-—3 
x52*  X327 
C) lim f(x)--3 D) lim f(x)4f(2) 
x>2 x>2 
E) f(x), x- 3 te süreklidir. 
3. 








Yukarıda grafiği verilen f(x) fonksiyonu (-2, 4) 
aralığında kaç tane tam sayı değeri için sürek- 
lidir? 


A)1 B) 2 c)3 D)4 E)5 





—mX, x<2 ise 
1(X)-44, 


nx-*-m, 


x-2 ise 
X>2 ise 


fonksiyonu x — 2 noktasında sürekli olduğuna 
göre, m*n toplamı kaçtır? 


A) -3 B) -2 Cc) 0 D) 1 E)2 


xs-—iİ İse 


O) 


2, x>—iİ ise 


fonksiyonunun sürekli olduğu en geniş küme 

aşağıdakilerden hangisidir? 

A) R-/-1) B)R- (1) CO) R-1/-1,1J 
DR E)R-40J 


x-a, Xx>2 ise 
1(X)24 x-4 


2 


x<2 ise 





fonksiyonu her x gerçek sayısı için sürekli ol- 
duğuna göre, 1(2) kaçtır? 


A) -2 B) -1 Cb D2  E3 




















1 





5 ği X<—2 ise 
O) xXx” —9 
3 


——., X>—2 ise 
X*1 


fonksiyonunun süreksiz olduğu Xx in tam sayı 
değerleri toplamı kaçtır? 


A)2 B) 1 Cc) -2 D) -4 E) -6 


Aşağıdaki fonksiyonlardan hangisi her x reel 
sayısı için süreklidir? 


X4#İ 











A) (0) > B) f(Xx)>)x41) 
Xx —İ 
1x 
O) Ha) zet D) zen 
E) (x)- l 
COSX 
ti: > X#0 ise 
3, X-0 ise 


fonksiyonunun sürekli olduğu en geniş küme 
aşağıdakilerden hangisidir? 


AR- 42) B)R- 40) C)R-4(0,2) 
DR E)R-4(1) 








| 
i 
| 
| 
i 
i 
i 
İ 
İ 
| 
İ 
i 
! 





10. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangisi x - -2 ap- 
sisli noktada süreksizdir? 


1 


A) f0) 32 Ala 


Xx 42 





B) #()- 


O 





D)İ — 
x li ei 


E) f(X)-|x42)| 





x X*#İ 


11. 


je. 
2sin Xx -1 


fonksiyonunun (0, 2x) aralığındaki süreksiz ol- 
duğu noktaların apsislerinin kümesi aşağıdaki- 


lerden hangisidir? 
tir Zr İir 57 
A La a iğ e) 9 fe. | 
D) 7 E) Z Jr —| 


6 6 6 


12. 
Xİ 1X-3-0 


denkleminin aşağıdaki aralıkların hangisinde 
bir reel kökü vardır? 


A) C1,0) 
D) <3, -2) 


B) (9, 1) 0) (1,2) 


E) <2, -1) 


| 




























































Türev matematikte, fizikte, ekonomide, mühendislik dallarında,... kısaca, pozitif bilim- 
lerin tamamında kullanılan çok önemli bir konudur. 


Sözgelimi; üretilen bir malın maliyetini en az yapan üretim adedini, kârı en çok yapan 
ya da zararı en az yapan satış adedini, kare şeklindeki bir saç ile yapılabilecek dikdört- 
genler prizması şeklindeki en büyük hacimli kutunun boyutlarını bulmak için türevi kul- 
lanırız. 











Bu konunun anlaşılması, fonksiyonlar ve limit konularının çok iyi bilinmesine bağlı- 
dır. 





Bu bölümün 8. sayfasında (Türev alma kurallarından önce) verdiğimiz yorumu 
okuduktan sonra konuya devam edebilirsiniz! 


A. TÜREV KAVRAMI 


1. Türev ile Hız Arasındaki İlişki 
Bir hareketlinin t saatte kaç km yol aldığı, 
s(t)—12 450-1 


fonksiyonu ile verilsin. 





i 


Hareketlinin |t,, to | zaman aralığındaki ortalama hızı 





ile hesaplanır. Örneğin; hareketlinin 2, 4) aralığındaki ortalama hızı, 


, S(4)-s(2) 
m e 


ort 


o... (42 450-4) -(22 -50.2) 
Ni Ni 2 
- 56 km/sa olur. 





Hareketlinin (3, 4) aralığındaki ortalama hızı, 


. S(4)-s(3) 
© 4-3 


ort 


(42 450-4)—(32 450.3) 
ii 1 
-57 km/sa olur. 





















































BYE 





EN 









































Hareketlinin (3.9, 4l| aralığındaki ortalama hızı, 


 S(4)-s(3.9) 39 

a EŞ (8857 der) 

> (42 450-4) -((3.9)2 -50.(3.9)) 
0.1 


57.9 km/sa olur. 





Hareketlinin (4, 6| aralığındaki ortalama hızı, 


— (6* 450-6)-(42 450-4) 
2 
-60 km/sa olur. 





Hareketlinin |4, 5| aralığındaki ortalama hızı, 


(5 450-5)-(4? 450-4) 
1 
59 km/sa olur. 


Hareketlinin (4, 4.1) aralığındaki ortalama hızı, 


5(4.1)-s(4) 
4.1-4 
(AT 450-4.1)-(42 450.4) 
01. 
58.1 km/sa olur. 


ort “ 


Elde ettiğimiz bu sonuçları bir tabloyla gösterelim: 


Vue (2,41118,4) 113.9, 41) (4, 4.1 JE 5lil4, mi 
56 | 57 | 57.9 || 58.1 | 59 | 60 





Hareketli 4. saatte radara girmiş olsun. O andaki hızını 
yani 4. saatteki hızını (anlık hızını) he R* olmak üzere, 


h > Oiçin (4, 4 *h) veya (4—h, 4J aralığında ortala- 


ma hızdan yola çıkılarak anlık hız bulunur. 


s(4*-h)-s(4) 





Anlık hiz — lim 

ho (44h)-4 

Dali (4 4h)? 50-(44h))—(42 450-4) 
h—>0 h 
. h2 458h 

lim 
h>0 h 

z lim (h-58) 
h—>0 


58 km/sa olur. 








s(4)—-s(4-h) 


Anlık hiz dimi 4 a-h) 
(47 450-4)-((4—h)” 450-(4-h)) 
- lim ———— — — 
h—>0 h 
, —hE #58h 
— lim 
h—>0 h 


— lim (-h*58) 
h—>0 
-58 km/sa olur. 
Anlık hızın genel adı türevdir. Diğer bir ifadeyle, bir 
fonksiyonun bir noktadaki değişme hızı, fonksiyo- 
nun o noktadaki türevidir. 


(4, 44 h) için hesaplanan anlık hız, sağdan türev; 


(4—h, 4) için hesaplanan anlık hız, soldan türev ola- 
rak adlandırılır. 





Anlık hız için, sağdan türevin soldan türeve eşit olu- 
şuna dikkat ediniz. 





2. Türev ile Teğetin Eğimi Arasındaki İlişki 
İ(X) > x2 parabolüne A(2, 22) noktasında çizilen te- 
ğetin eğimini araştıralım: 
Düzlemde Af(x,, yı) ve B(xg, ya) noktalarından geçen 
doğrunun eğimi: 
YA — x2 
yax ii - YezYı 
X2—Xj 


ile hesaplarır. Örneğin; y — x2 
eğrisi üzerinde A noktasına ya- 
kın B,(1, 12) noktası için, 








ai deki değişim 
ABi  x deki değişim 
2.22 
“41-2 
-3 





bulunur. 


y — x2 eğrisi üzerinde A noktasına yakın saki 8, (İ yy 
noktası için, - 











y deki değişim 
x deki değişim 


2. 2 
- U). (1s 19 dur.) 

2—1.9 10 
-3.9 


Mas, “ 


bulunur. 


y > Xx eğrisi üzerinde A noktasına yakın C,(3, 32) nok- 
tası için, 


- Yy deki değişim 





TACI “x deki değişim 
o g2 2 
3-2 
5 
bulunur. 


y > X eğrisi üzerinde A noktasına yakın C, (2.1, (2.1)2) 
noktası için, 


imi deki değişim 
AC2  x deki değişim 
o 0-2 (e iz 2) 
De 10 
-41 
bulunur. 


Elde ettiğimiz bu sonuçları bir tabloyla gösterelim: 


a! ELİE 
35 il. 41 


f(x) > x2 parabolüne A(2, 2) noktasında çizilen teğe- 
tin eğimini he R* olmak üzere, h — O için A ve 


B(2 * h), (2 * h)2) noktalarından geçen doğrunun eği- 
mini bulalım: 














(24h)? -22 
0 (24h)-2 


li Mag — lim 


Ahh? 
m 
139 h 


— lim (4*h) 
h—>0 





z4 


— Budeğerin f(x) — x2 fonksiyonunun x — 2 noktasında- 








ki sağdan türevidir. 


C((2 —h), (2 — 


n)2) noktalarından geçen doğrunun eği- 
mini bulalım: 











(2—n)2 -22 
lim maç < lim 
h—>0 h>o (2-h)-2 
 —Ahah? 
lim — 
h—>0 -h 
— lim (4—h 
gi 
-4 


Bu değerin f(x) — x2 fonksiyonunun x — 2 noktasında- 
ki soldan türevidir. 


Bir fonksiyonun bir noktadaki türevi KY onok- 
tadaki teğetinin eğimidir. 


Buna göre, f(x) — x2 parabolüne A(2, 22) noktasında çi- 
zilen teğetin eğimi 4 tür. 

















Teğetin eğimi için, sağdan türevin soldan türeve eşit 
oluşuna dikkat ediniz. 





3. Türevin Tanımı 1 
a, b birer reel sayı olmak üzere, 


£la,bJ—R fonksiyonu verilmiş olsun. 


1(X)—t(Xg) 
X—Xg 


Xg €(a,b)için lim 
X—Xg 


limiti bir reel sayı ise, bu limit değerine £ fonksiyonunun 
Xg daki türevi denir. 


Vef'(xg), Di(xg) ya da So) ile gösterilir. Buna göre, 
X 






























































f(x) lim İ)-t0) 
X—Xg X-Xg. 


x-Xg>h alınırsa x—>X, için h—> 0 olur Bu durum- 
da, tanım olarak, 





ep) - im, İ(Xg * ia 


ifadesi de alınabilir. 


dye el 


R den R ye tanımlanan f(x) < x2 fonksiyonunun 
x - 2 deki türevi kaçtır? 


A) 1 B)2 cia D) 4 E) 6 


Gözüm 

Bu sorunun cevabını biraz sonra vereceğimiz kuralla 
çok kısa bir sürede bulabileceğiz. Türevin tanımına bir 
uygulama olması açısından aşağıdaki çözümü verdik. 


vala, 16) 12) 
kn 





x>2 x-2 


Cevap D 


Uygulama 


16) — 2x2 olmak üzere, 


lim 
x>3 x-83 
— lim (2x6) 
x>3 
—2.346 
-12 


Lym e 


R den R ye tanımlanan f(x) — x3 fonksiyonunun 
x - 4 deki türevi kaçtır? 


A) 12 B) 18 C) 24 


Çözüm 


Bu sorunun cevabını biraz sonra vereceğimiz kurallâ 
çok kısa bir sürede bulabileceğiz. Türevin tanımına bir 
uygulama olması açısından aşağıdaki çözümü verdik. 


fa) lim (00-19) 
x>4 X—4 
© x3 43 
— lim 
x>4 X—4 





LAZ 
e (X—4)(X 44x416) 
x4 x—4 


— lim(x2 44x416) 

x—>4 
-4744.4416 
48 


Cevap D 


ic 


R den R ye tanımlanan f(x) — x2 fonksiyonunun 
xt deki türevi aşağıdakilerden hangisidir? 


At B) 2t C) at D) 212 E)2 
Çözüm 


Bu sorunun cevabını biraz sonra vereceğimiz kuralla 
çok kısa bir sürede bulabileceğiz. Türevin tanımına bir 
uygulama olması açısından aşağıdaki çözümü verdik. 





li 
e ll a 
2 ,2 / 
ii (t-h)—t 
h—>0 h 
İZ sdtnsh2 2 
— lim 
h>30 h 
» Othah? 
— lim 
nr>0 h 
— lim (2t4h) 
h—>0 
-2140 
—2t 


Cevap B 


D) 48 E) 64. 























4. Türevin Tanımı 2 
AcRveaeAolsun.f:A>R 


fonksiyonu için, 


lim ((0)—fa) 


xat X—a 


limiti varsa bu limite f fonksiyonunun Xx < a daki sağ- 
dan türevi denir. Ve 


#at)- im 100-1) 
xa' X—a 
biçiminde gösterilir. 
Benzer şekilde, 


lim (0) - fa) 


x>a  X-a 


limiti varsa bu limite i fonksiyonunun x — a daki sol- 
dan türevi denir. Ve 


(a) lim 109-1) 


xa X— 


biçiminde gösterilir. 


tfonksiyonunun, x - a daki sağdan türevi soldan tü- 
reyine eşit isefnin x — a da türevi vardır (ve bulunan 
bu limit değerleri, o noktadaki türeve eşittir). Aksi tak- 
dirde türevi yoktur. 











. f(at) -f (a) ise f fonksiyonununx -adatü- 
revi vardır. 


. İfonksiyonunun x — a da türevi varsa f fonksi- 
yonu x - ada süreklidir. 


. İfonksiyonu,x—ada sürekli olduğu hâlde, o 
noktada türeve sahip olmayabilir. 


. ffonksiyonu x - a da sürekli değilse türevli de 
değildir. 





ie ye 


R—>R 


—X-48, x>23 vex>5 
1(x)-46, x-5 


(X—1)27 41, x<8 


fonksiyonunun x in -1, 1,3, 5 ve8 değerlerinin ka- 
çında türevi vardır? 


A) 1 B) 2 Cc) 3 D)4 ES 








i 


Verilen tonksiyo- 
nun grafiği yanda 
çizilmiştir. 








im İN 








Kn x-(-1) 
İİ (a 
x>-—1 x-(-1) 
ii X2 -2x-3 
x>—1 X#İ 
m (X-3)(X 41) 
x>3-1 X4İ 
e 
--1-3 
—-4 
(1) lim 1(X)-1(1) 
x>-1 X-1İ 
2 2 
lim ((X—1)9 -1)—((1—1)5 £17 
x>1 xX-—1 
2 
mil 
x>31 Xİ 
(4-17 
141 
Re 
? 
-0 


Fonksiyonun belirttiği eğriye x — 1 de çizilen teğetin eği- 
minin O olduğunu bulduk. (x - 1 de çizilen teğet Ox ek- 


-senine paraleldir; yani eğimi sıfırdır.) 


x --—iİ vex — 1 noktalarındaki türevleri sağdan türev, 
soldan türev yaklaşımıyla da hesaplasaydık aynı sonuç 
çıkardı. 


Eğrimize x - 3 noktasında birden fazla teğet çizilebilir. Bu 
durumda, bu noktadaki türev nasıl hesaplanacaktır? 


Verilen grafikte de görülmekte olduğu üzere, 


1(x) fonksiyonu, x - ün sağında y - -x #8; solun- 


da y — (xX— 1)2 * 1 fonksiyonuyla tanımlanmıştır. 


Buna göre, 



























































(0)-1(3) 


f(87)- im —— — 


x—83” 





çep 11 *11-1(3-1)2 #1) 
x-3 


(X-3)(Xx41) 
x-83 


z lim 
X>3” 


— lim (x41) 
Xx—3” 


341 


4 olur. 


(00-13) 


(3) li 
(3) lim , 


x—3İ 
İM (—x48)—-(-318) 
x-3 


x>3' 
İğ —X4-83 
«gt X-3 


- lim (<1) 


x>3* 





f(37)x1'(3* ) olduğu için f(3) yoktur. 
Fonksiyonun x — 3 te sürekli olduğu hâlde türevinin ol- 
madığına dikkat ediniz. 


tf fonksiyonu x - 5 de sürekli değildir. Bunun için bu 
noktada türevli de değildir. f' (5) yoktur. 


x - 5 te sağdan türev de soldan türev de —1 çıkar. 
Sağdan türevin soldan türeve eşit olması, bu noktada 


türevin olması için yeterli değildir. 


itaje im 
x>8 x—8 





x 2 3 için f(x) — —x * 8 fonksiyonu bir yarı doğru belir- 
tir. Doğrunun üzerindeki herhangi bir noktadan çizilecek 
teğet, doğru ile çakışıktır. Bunun için teğetin eğimi, 
doğrunun eğimine eşitür. Nitekim, f(x)  —x - 8 doğru- 
sunun eğimi de —i dir. 


Buna göre, verilen noktalardan üçünde (-1, 1 ve 8 de) 
fonksiyonun türevi vardır. 


Cevap G 































2 44 





Xxz0,x1,x --1 değerleri için f(x) - 
Xİ —x 


kesri- 


nin paydası sıfıra eşit olur. 
Bunun için, f(X) bu noktalarda tanımsızdır. 


Fonksiyon, tanımsız olduğu noktalarda süreksizdir. 





Süreksizlik noktalarında türev olmayacağı için, bu nok- 
talarda türev yoktur. 


Buna göre, fonksiyonun üç noktada türevi yoktur. 


(-7, 10) aralığında tanımlı #fonksiyonu, yukarıda verilen 


Cevap D 
grafikle tanımlanıyor. 


Buna göre, xin—4,-2, 0,3, 5, 7 ve 9 değerlerinin ka- 
çında f nin türevi vardır? 


A)0 B) 1 c)2 D)3 E)4 


Çözüm 





Bir fonksiyonun, bir noktada türevinin olması için ge- 


Xz0,x-3,x-5,x-7 noktalarında fonksiyon sürek- 
sizdir. Süreksizlik noktalarında türev olmayacağı için, bu 
noktalarda türev yoktur. 


rek koşul, o noktada sürekliliktir. Ancak bu, o nokta- 
da türevin olması için yeterli değildir. 


Xs-—4,x--2,x - 9 noktalarında sağdan türev, soldan 
türevden farklı olacağı için, bu noktalarda da (süreklilik 
olmasına rağmen) türev yoktur. 


Belirtilen noktalar dışında kalan diğer bütün noktalarda 














türev vardır. : o K©l ai i 
Buna göre, verilen noktalardan hiçbirinde fonksiyonun | Kanunun BULyE kadar ölayı asmin. 
türevi yoktur. İ y i 
Cevap A | Türev kavramını, 
| Türevin tanımını, 
Bir noktada türevin olmasının ya da olmaması- 
| nın hangi koşullara bağlı olduğunu, 
| Bir noktada türevin anlamını, 
ortaya koymaya çalıştık. 
i | Bütün bunları gerçekleştirebilmek için, fiziğin ortala- 
ydi k.6G ma hız ve anlık hiz; analitik geometrinin teğet ve 
Enek .. eğim kavramlarını kullandık. 
2 
O) Xx 41 | Anlık hızın genel adının türev olduğunu, diğer bir ifa- 
Xİ —x | deyle, bir fonksiyonun bir noktadaki değişme hızının, 
| fonksiyonun o noktadaki türevi olduğunu gösterdik. | . 
fonksiyonunun türevinin olmadığı noktaların sayısı : : çe 
, kaçtır? il | Bir fonksiyonun bir noktadaki türevinin fonksiyonun 
o noktadaki teğetinin eğimine eşit olduğunu göster- 
A) 0 B) 1 o) 2 D)3 E)4 dik. 
Me Değişimin limitini kullanarak, türevin tanımını aşağı- 
Çözüm daki gibi ifade ettik. 
iye a, b birer reel sayı olmak üzere, 


f#la,b|—R fonksiyonu verilmiş olsun. 


1) o) 
X—Xg 


X-(X-—1)-(X4-1)0 ise, 


—0 — —0 —0 : 
X veya X—İ veya X-4İ dır Se teliyle ia 


X—>Xg 


Buna göre, 


Xz0 veya x-1 veya x--—1dir. 























limiti bir reel sayı ise, bu limit değerine i fonksiyonu- 
nun X, daki türevi denir. 


di 
Vef' (x), Di(xg) yada ir 0 ile gösterilir. Buna gö- 
re, 





1()—£(Xg) 
X -Xg 


to) y RL 














x-Xgh alınırsa x— Xx, İçin h—0 olur. Budu- 
rumda, tanım olarak, 





Ho *h)—İ(Xg) 


le aa 


ifadesi de alınabilir. 





Son olarak, bir fonksiyonun, bir noktada türevinin ol- 
ması için gerek koşulun, o noktada süreklilik olduğu, 
ancak bunun yeter koşul olmadığını gösterdik. 


Bu yorumu okuduktan sonra, örnek 5 i çözümleye- 
biliyorsanız, ilk sayfaları bir genel kültür olarak okuya 
bilirsiniz. Sınavlarda genelde bundan sonra anlataca- 
ğımız kısımdan sorular çıkmaktadır. 

İİ pe RR EN Yar YENE e MEŞE ETME LEEE ŞA 





B. TÜREV ALMA KURALLARI 


1. x"nin Türevi 





neR olmak üzere, 


1002X" ise f"(x)-n-x"-! dir. 





Uygulama 
((X)-x9 ise 


f0)(X19)'-10-x9 olur. 


Uygulama 
İ()zx ise 


TO)>(Xİ)'s2.Xxİ -2.X olur. 



























































Uygulama 
f(X)-x ise 


(0) (X)'2(xİ)'1x9 <1 olur. 


fonksiyonunun birinci türevini bulalım. 


Çözüm 


wi) 


-(x7) 


1 





fonksiyonunun birinci türevini bulalım. 


Çözüm 





2. c Sabit Sayısının Türevi 





CER olmak üzere, | 
(c)'-Odır. 


i 


Uygulama 


100210 ise f(X)-(10)'-0 olur. 


Uygulama 


((X)2107 ise f')-(1079S)'-0 olur. 


Uygulama 


f(X)-—z ise f()—(—r)'s0 olur. (7€R) 


Uygulama 
- 2060 ia, (2060 
)* Zö7o w-(57Z) ei 














3. e: #pj in Türevi 





CER olmak üzere, 


i 
i 


Test) sefa) cx) tir. | 





Uygulama 


Hx)210x2 ise 

f0)-(10x2) 
—10(x2 )' 
-10(2x!) 


-20Xx olur. 


Uygulama 


f(X)210x ise f()-(10x)'-10 olur. 


Uygulama 

10)-10.g(Xx) ise 

(0)5110-g0)1' 
-10-g'(x) olur. 


Uygulama 
İO)v2x2 ise, 
0 (V2x2)' 
—y2(x2 ) 
-v2(2x') 
-2y2Xx tir. 















Salik . 10 








Çözüm 
ft (20) z 9'(x) 
10 10 


4. Toplamın Türevi 





TO) salal' Tt) 
| -f(x)49'(x) 

















Sie Edi 
x2 

































































Uygulama 

İ(x)-x” se ise 

To) (0x2 *e)' 
-OÖY' He)", (ceR) 
—-2x40 


—2x olur. 


Ümek il 


Xİ 412x2 


1) — 


olduğuna göre, f nin birinci türevini bulalım. 


Çözüm 


5 2) 


EÖ H2x) 
Ni 2 


o 5-xİ 412.(x5) 
— 2 


© 5-xİ 412-2.x 
Ni 2 


0 5x 424.x 
Ni 2 


5. Farkın Türevi 





16-90) <ifOğİ -ehl 
| -tw-g() | 











ma 


t(0)-x5 —4x3 


olduğuna göre, f nin birinci türevini bulalım. 


Çözüm 

(020 -4x3)' 
00 Y-(4x) 
—5Xx* —4(x3)' 
—5xİ —4(3x2 ) 
—5Xxİ —12x2 


iye .. 13 


İ(X)-Xİ 44x-4 
olduğuna göre, f nin birinci türevini bulalım. 
Çözüm 


TE) (x2 44x—4)' 


(2 )'4(4x)'-(4)' 
—2X44(X)'40 
202X441 

—2X44 


yi . 14 


Ç' —100x41009 ) 
X 


işlemini yapalım. 


Çözüm 

d ı 
—İ()2f (Xx 
dk 21 (0x) 
olduğuna göre, 


6 “9 400x41009 )<(x909 -400x41009 )* 
X 


-(X99 )—(100x)'4 (1009 )' 


-100x99 -100x0 


-100x99 -100 














6. Çarpımın Türevi 








| 110) -9(0X)1'<1'(0)-9(x)49'(x)-f(x) 





di ye .. 15 


İK) (İ 1)-02 -8x42) 


fonksiyonunun türevini bulalım. 


Çözüm 

TA) 3İİ 1): 8x4 2) 
(Xİ #1) (0x2 8x 42) 4x2 —8X42)'-(x3 41) 
—İ YANI -8x42)4)0x2 )'-(8x)' 

*(2)1:(09 41) 

—(3Xİ 40) (X2 8x4 2)4(2x—840)-(x3 41) 
>3Xİ (Xİ -BX42)4(2x—8):(x3 41) 
—5Xİ —32x3 46x2 42x-8 


al .. 16 


i)- a SÖ) (xa) 


olduğuna göre, f nin birinci türevini bülalım. 





Çözüm 
ft (ge ) 2x0) 
go 1.(2x44)5(2x44). go 
vs (ex 14)4(240) 2) 





z gi (2x44)4 2“) 
(0) 5 











7. Bölümün Türevi 


| aj FO) a (x):1(x) 
g(x) la(x)12 











e . 17 


(6) 20) 





Iı 


olduğuna göre, f nin birinci türevini bulalım. 


Çözüm 


zle) 


DO) (2x) -g(x) 
(ex 

. 9'(x)-2x-(2)-g(x) 
4x2 

. 2X-9(X)-2-9(x) 
4x2 


Di .. 18 


2. 
(G)* X 
X41 





, olduğuna göre, f nin birinci türevini bulalım. 





M5 —X)(X41)—(Xx 81) 0x2 —x) 
(x417 





. (2X—1):(x41)—1.(x2 —x) 
(x41)? 





OOXİ 42x—1 
(X-1)2 


, 9(X)x0| 

































































tay .. 19 


WE 
dxk x-2 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 





2X7 -Bx41 
(x-2) 


4X2 -4x541 
(x-2) 





— X2 44X41 


(x-2) 

2x2 4Bx-1 x-2 
Dee 

(x-1)” | 


Çözüm 
9x2 -1—u ve x—-2v olsun. 


u'4x ve v'1 olduğuliçin, 


seti 
dxk x-2 dxtv 
— U'V—V'U 
v2 
. 4X:(X—2)-14(2x —1) 
i (x-2f 





2 — 
2x -8x#1 olur. 


(x-2) 


Cevap B 


8. Bileşke Fenksiyenun Türevi 





| gof)eji' xa 
-9 11-10) | 








(eyl il 
-f'la)l-9 





Uygulama 


İ(X)4Xx45 ise f(x)-4 
g(x)-6x 47 ise g(x)-6 
H(x)>(f0g9)(X) ise 
H'ç) —t1g(x)1-g (x) 
-4.8 
-24 tür. 





Uygulama 

İ(X)>4Xx5 45 ise f'(x)-12x2 

g(x) 9x2 <7 ise g(x)-18x 

H(x)-(fog)(Xx) ise 

HO) -t1g(x)l:g (x) 
-12(g(x)) -18x 
-12(9x2 47) .18x tir. 


ide . 20 


f0)(6x7 -2x—10)3 
olduğuna göre, f (2) kaçtır? 
)O0 Bi 02 


D) 444 E) 6600 


Çözüm 


(alf(x)1 >a1f(0)1-1(x) 

olduğuna göre, 

(Alg) Y 
f0)53-19(X) -9'(x) 
1(x)-8.(6x2 -2x-10)2 .(12x-2)... (AX) 
f(2)-3.(6.22 -2.2-10) .(12.2-2) 
f(2)-6600 olur. 


Cevap E 








(()19(x)1” ise f(x)<n-19(x)1”“ :g (x) 


y di a n—i N 1 
ise a (a6) gi) 
































e (2) gösterimi e) gösterimi ile karıştırılmama- 
lıdır. 


Çünkü, e (2))' gösterimi, fonksiyonun tersinin 2 için 


değerinin türevidir. f nin tersinin 2 için değeri sabit bir 
sayı olduğu için, (f (2) — O dır. 
Aynı şekilde, f (2) # (((2))' dür. Burada, f'(2) ifadesi f 


nin türevinin X — 2 için değeridir. (((2)) ise sabit sa- 
yının türevidir. (f(2)) — O dır. 


Tdi sl 


f(x) > (X2 —5Xx)2 4x2 —5x—5 
olduğuna göre, f (5) kaçtır? 


A0 B) 1 ©) 5 D) 55 E) 5500 


Çözüm 

glx) -x2 —5x olsun. 

g'(x)-2x-5 ... (4) 

1) > (02 —5x)? 4x2 -5x-5 

ix) Ii #65 olur. 

HO) — tlal) 2 * gir) 53 
tl) Ha) -(5)' 
-2-l0n)l'-9()4 9) 0 

—2-(X7 —5x).(2x—5)4(2x—5) ... (A4) 


1(5)-2.(5? -5.5).(2.5—5)4(2.5-5) 
f(5)-5 olur. 


a . 22 


ho) > 2 -3x) 
olduğuna göre, h (5) aşağıdakilerden hangisidir? 
A) 4f'(10) B) 5f'(10) 


D) 7f'(10) E) 10f (10) 


C) 6f'(10) 





, Cevap.G. - ii 


Çözüm 

h (x) TOZ —3x)1' 
—TO2 3x) .(x2 —3x) 
—İO2—3x).(2x—-3) ... (4) 

h(5)-f(52 -3.5).(2.5—3) 
-7:f(0) olur. 


Cevap D 


(indi 23 


X-1 


(2) 





9x) > 


olduğuna göre, g'(1) aşağıdakilerden hangisine 
eşittir? 


A) 20) B) 2'i) VE D) sp EE 
Gözüm 
, 12 )—2x-f'(x2 )-(x—1) 
e ai , fk 
9'(x) Ze) (4) 
ÇE )-2.1.1'( )-(1—1) 
ye Ml 
9'(1) EE) 
giti 0-2 
(0) 
si dir. 
1(1) 
Cevap D 


9. Köklü Fenksiyonun Türevi 





uzf(Xx) olmak üzere, 


| v-'Yum ise | 




































































adi . 24 
yyax? -x 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Çözüm 
u 4x -x olsun. 


u-8x-1 olduğuiçin, 








sö g(x) 
fi) Jg(x) isef(x)- ——— olur. 
w 2J9(x) 





Uygulama 


yav ise y'K)- 





tir. 
2..X 


Uygulama ” 


zl 3x2 
yavas ise y'x)- 
2.Yx3 


tür. 





Uygulama 


6x2 —1 
0) v2x9 -x ise f(x) — 2 — 
2N2x3 —x 





Ümek vw 25 


y 3 oz —5x)2 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Gözüm 
u -x2—5x olsun. 


u'- 2x—5 olduğutiçin, 





2-41 
A3 u' 
3 
ç Zu 
— 3 
3-Yu 
2(2x-5) 


olur. 


10. Logeritmik Fenksiyonun Türevi 


İs (Xx) olmak üzere, 





Tee Lİ i 
yzlog,uisey -ylda e olur. 
! 





mi . 20 


yz l0gg(x2 45x) 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Gözüm 
U—x2 $* 5x olsun. 
u—2x 4-5 olduğutçin, 


yz(loggu)' 




















dye . 27 


t(X) logg (Ms) 


fonksiyonunun türevini bulalım. 


Gözüm 


f(x) (log Gt) 

VE) e 

vVx31 i 
1 

2.Jx41 

Eş eleğin si 
ri 

PİM e 
Dy 








u—f(x) olmaküzere, 


E u' 
yzlnu ise y'-— olur. 
u 






Tai .. 28 


f(x) —In(2 -x410) 


olduğuna göre, f(1) kaçtır? 


1 1 3 4 
Ay Bi GG Be ez 
) 6 ) 10 ) ) 10 55 
Çözüm 
y' İnd -x410)| 
— (x2 —-x410)' 
Xİ —x410 
- 2Xx-—1 
X2 —x410 
e 
2 -1410 
LE dur. 
10 
Cevap B 








11. Üstel Fonksiyonun Türevi 





| uzf(Xx) olmaküzere, 


i yza" ise y'-u'-a".ina olur. 








Uygulama 
d ginx 
İstinye n2- 1.20 nz 
Uygulama 
d(s*X 
İzaveysr -In5 
1 
5) 1- .5X“VX iin 
| EE) 
Uygulama 
d vE i 
e ) —(X42) .g**2 ine-1.eX*? ize? 


eli .. 29 


ys“ —2x2 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Çözüm 
U—x3 —2x? 


3 2 
—(3x2 —4x).5X -2X .in5 


olur. 


































































uzf(x) olmak üzere, 


ye" ise y'-u'.e" olur. 





ÜS mek .. 30 
2 


x—1 


ye 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


12. Parametrik Olarak Verilen Fonksiyenla- 
rın Türevi 
İ:A—> Rfonksiyonu y — f(x) şeklinde belirtilebileceği 
gibi, g ve h iki fonksiyon olmak üzere 
yagli 
xs hf) 


denklemleri ile de belirtilebilir. Burada t ye parameire 
denir. 


Bazen y — g(i) ve x — h(t) denklemlerinden t yok edi- 
lerek y — f(x) şeklinde bir denklem elde edilebilir. An- 
cak bu her zaman mümkün olmayabilir. 


Bu durumda, 


yz gfi), x - h( parametrik denklemleriyle verilen 
y > f6ğ fonksiyonunun türevi aşağıda verilen kural yar- 
dımıyla bulunur. 





dv dv di a y(i) 
dx dt dx dx Xxfit) 














Rd .31 


yz8tt3 


xs2tt5 


olduğuna göre, çi aşağıdakilerden hangisine 
X 


eşittir? 


A) 8t B) 4t G) 2t D) 4 E)2 


Çözüm 
1. Yol 


x - 2t $ 5 denkleminden t çekilip y — 8t * 3 denkle- 
minde yerine yazılırsa, y nin x e bağlı değerini elde 
ederiz. 


x- 2145 ise 1-72 dir. 


x—-5 
ise y-8.-—— 43 
y 2 
ise y-4x-17 


d d 
ise — İvi -—(4x—1 
ise — v ii 14x-17) 


... dy : 
— -4 tür. 
ise e 


2. Yol 


Şimdi kural yardımıyla istenen türevi hesaplayalım: 


Xz2t4*5 
d d 
— —— 42145 
geri dit *5) 
—-2.. (4) 


y-8-t-3 


Y.B... (#4) 


Cevap D 














ÜTmek 32 


yz 8-8t*45 


x>12148t41 


olduğuna göre, z in t—2 için değeri kaçtır? 
X 


M3 Be OZ Dİ EZ 


Çözüm 


Bundan önceki örnekte t yi kolayca yok etmiştik. Oysa, 
bu örnekte, bu kolay değildir. Bunun için, doğrudan ku- 
ralı uygulayacağız. 





dy 
dx dx 
dt 
Ni 
dir, 
2t48 
Buna göre, 
dy . ii a 
— in t-2 için değeri: 
ik ç g 
dy o 8.2 -8 
dxlt-2 2-248 
LP 
—— tür. 
3 
Cevap C 
Uygulama 
Yzİ-*lint ve x-2t—-1 olduğunagöre, 
dx 
dx gt (21-1) 
Sek a By bei 
dy dy (13int) i 
dt İ 


Ytalnt ise t-eY”İ dir. 






dx 
—-21-20 1! olur. 


dy 





ikmal Kiepi 





13. Ardışık Türevler 


y—fOj)intüreviy' foj > olmak üzere, 
Xx 


U Li “ z 
f6jintüreviolany <f (0) SV ye 
y — İ() in ikinci mertebeden türevi denir. 
diy 
Benzer şekilde, y(”) — (fx) m de y - iğ inn. 
Xx 


mertebeden türevi denir. 


Gri .. 33 


(©)2x Rİ 
olduğuna göre, t(8)(x) aşağıdakilerden hangisidir? 


A) 3x2 B) 6x42 


D) 6 E)2 


G) 6x-1 


..  .. 


Çözüm 


2 


İ(MJEXİ KXİ 4x41 


İ00)23.X2 42.x4140 





(Fİ (3x2 42-x4140)' 
1(X)6-x4240 
(f0)15(6-x42)' 


İf (X)-6 
t9()-6 


Cevap D 


ÜS nek .34 


İ()xİ -441nx 





olduğuna göre, (90 i bulalım. 





Çözüm 
| 
f00)2X9 —âsinx ise f'(x)-3x2 -Oşİ 
X 
, “" 1 
ise İ (X)-6x— — 
2 
ise 1(x)-64—>- 
3 
ise f()0y-0-—S. | 
xi | 
(4) 6 
ise ('(x)-—— olur 
xi 


























e 















































Ül mek .. 35 


Gi . 30 


fO)2x9 


olduğuna göre, f(İ9)(x) aşağıdakilerden hangisidir? 


A) (101)-x B) (91)-x9 C) 10-x9 


D) (10)'9 .x E) 10! 


f00)10-x9 
10) 5(10-x ) 
1f(0)1(40-9-x9)' 
f“(x)-10:9-8-x/ 
tM(x)-10.9-8-x7 


f(0)10-9.8-7-x5 


f(x)-10.9.8-7....-2.x! 
t00(x)10-9-8.7....2.1-x9 
f19(x)101 


Cevap E 





14. Kapalı Fonksiyonların Türevi 


F«, y) 0 şeklindeki fonksiyonlara kapalı fonksiyon 
denir. i 

x in değişken, x in dışında kalanların sabit gibi düşü- 
nülmesiyle alınan türevi F, ile ve y nin değişken, y nin 
dışında kalanların sabit gibi düşünülmesiyle alınan tü- 
revi EŞ ile gösterelim. 


Buna göre, kapalı fonksiyonun türevini şu kural yardı- 
mıyla buluruz: i 





İ 
| Fxyy V. & 
le e 


i 





Ümek .37 


FO y) > 3Xx2y9 4 2x9y 4x3 yy? 41-0 


olduğuna göre, F, i hesaplayalım. 


Çözüm 
y sabit sayı gibi düşünülürse, 

FOX, Yy) 3X2y5 4 2x3y 4x3 4 y? 41-0 
ek Yy) 0y 4-2x3y 4x3 #y2 41) 


dF(Xx, y) 


-2.3.Xx1y5 43-2.x2y43.X7 4040 
K 


F, <6xyİ 4 6x2y -3x2 olur. 


Ürek .. 38 


FOL y) > 3X7y5 4 2xİy 4x3 4y2 41-0 


olduğuna göre, F, yi hesaplayalım. 
Çözüm 
x sabit sayı gibi düşünülürse, 

FOX, Yy) 3X2yİ 4 2xİy 4x3 4 y2 41 -0 
gi y))- li -2xİy4 Xİ Ky? 41) 


e y) —5-3.X2y9 41.2-x3y9 4042y'40 


R, -15xİy* 42x9 42y olur. 















nek .. 39 


FOX, y) xİy'9 4x5 4 y21 41-0 


olduğuna göre, Fx i hesaplayalım. 


Gözüm 
y sabit sayı gibi düşünülürse, 
F(x, y)Xİy'9 4x5 4y21 41-0 
d d,2(10, 5, 21 

—uanx, — —İX 4 Xİ YT Kİ 
e AY yı *İ 

gn Yİ -2.xiyl0 4 5x8 4040 

X 


FR, <2xy'9 45x9$ olur. 


Ümek .. 40 


Fox, y) <X2y'9 4x5 #y2! 410 


olduğuna göre, Fy yi hesaplayalım. 


.. 


Gözüm 
x sabit sayı gibi düşünülürse, 

Fx, y) > x2y'9 4x5 4 y21 410 
EYL DYİ 5 yl 0 
dy dy 


dFX, y) 


—-10-X2y9 40421-y79 40 
dy 


F, <10Xxİy9 421y” olur. 


Ölmek . 41 
Fx, y)—x2 ye 4-1-0 


olduğuna göre, F'(X, y) yi hesaplayalım. 
Çözü 
1. Yol 


X —y2 41-0 denkleminin her iki tarafının x e göre tü- 
revini alarak sonuca gidelim. 





F(x, y) < O denkleminde x e göre türev alınırken, x in ba- 
ğımsız değişken; y nin ise x e bağımlı değişken (yani, 


fonksiyon) anlamı taşıyacağına dikkat edilmelidir. 


dı2 e... d 
m yle 

de Yan, Ah 

e a A 


2x -2y-2-4y)10-0 


dy 
—2y.—1 —-Px 
y dx 
dy —2X 
dx —2y 
' X 
b (Xx y) en 
y 


2. Yol 


Şimdi kural yardımıyla istenen türevi hesaplayalım: 


F(X, y)&x2 —y” 41-0 

Y Fç2Xx-040 
F,-2x.. (4) 

V F,-0-2y40 
F,--2y.. (ek) 


mic .. 42 


FX, Yy) x3Xxİy 4 2xy9 43-0 


olduğuna göre, F (Xx, y) yi hesaplayalım. 


Çözüm 
1. Yol 


3Xx2y 4 2xy9 *3-0 denkleminin her iki tarafının x e 
göre türevini alarak sonuca gidelim. 


































































Rez (3x7y4-2xy3 paz 10) 

dx dx 

d 2 d 3 d 

——— —/J2 — — 
134 Vi! xy HE İİ o 


2 y' olmak üzere, 
dx 





(6X-y4y3xİ )4(2.y3 k3y2 .y.2x)40-0 
YE3X2 43y2 -y'.2x--6X-y—2.y3 


Y(3X2 43y” .2x)--6x.y—-2.y3 





2. Yol 
Şimdi kural yardımıyla istenen türevi hesaplayalım: 
F(X,y)3xİy42xy3 43-0 

F, x6xy42y9 

F, <3Xİ 46xy? 


i F 
Fy) 
Fy 


. 6xys2y9 


3X2 46xy? 


ink .. 43 


FO, y) > Xİy 4 XÖYİ 4x5 k yâ 5 —0 


olduğuna göre, Fx, y) yi hesaplayalım. 


Çözüm | Üs 
: | rnek .. 45 


Y Es3Xİy12xy9 45x9 | 
Y FyXİ #4xİy! 43y? 


N F, 
F (xy) 


z 


- 3x y4-2xy9 45x91 





Xİ s4xly3 43y2 


15. Trigonomeirik Fenksiyonların Türevi 





u f(x) olmak üzere, 


© (sinu)'<u'"'cosu dur. 


N 


Uygulama 


İ(X)-sin3x ise 1(X)-3c0s3X olur. 


Uygulama 


İ(x)sinx ise f()cosx olur. 


kip . 44 


ysin(2x —60*) 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Çözüm 
yzsin(2x— 609) 
2X—60* -u olsun. 
d d 
'- -— (2x) —(60“ 
” ik! ) de ) 
u'-2 
Yy cosu 
Y'zu'.cosu 


—2c0s(2x —609) olur. 


A tansel 
Xx 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) 2cosx-sinx * 1 B) xcosx #sinx #1 


C) 2cosx #sinx* 1 D) 2cosx * xsinx * 1 


E) 2sinx — xsinx 














Çözüm 


d il d : d 
— |(XSinX-X)--——i(Xxsinx)4ş—— 
S1 alsin) (e) 


—İ-SİNX-4X-COSX 1 


—XCOSX*SinX -1 


Uygulama 
1(X)zin(sin4x) ise 


' 4cos4x 
t1(X)-——— 
sin4x 
—4cot4x olur. 











u -İ(x) olmak üzere, 


(cosu)' -—u'.sinu dur. 








Uygulama 


f(x) c0s(5x-—10) ise f(x)--5sin(5x-10) olur. 


Uygulama 


İ(x)—cosx ise f(x)--sinx olur. 


Uygulama 


d(cos? x) 
dx 





—2cosx(-sinx) -—sin2x 








Uygulama 


d2 (cosx) - Gesinx) 


— —COSX 
dx? dx 
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— COS| 4x4 ez 

veee) s5) 

olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 
Çözüm 


Tr 
4x4 5 zu olsun. 


ve) 
u'-4 

yz cosu 
y'--u'.sinu 


— sin ax <3) olur. 
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y > tanff6j| 


olduğuna göre, y nin türevini bulalım. 


Çözüm 
u—f(x) olmak üzere, 
yztanu ise, 


y' s(tanu)' 
- sinu l 
cOSsU 
© u-cos'usu'-sin?u 
cos?u 





u'-(cos? u- sin?u) 
cos? u 





, (cos”ussin?u—1) 


u' 


cos”u 





-u'(1stanZu) olur. 





| 
İ 










































































U1İ(X) olmak üzere, 





(tanu)' - — 
cos?u 


—u'-(istan2u) olur. 





Uygulama 


İ(X)-tanx ise İ(x)si4tan? x sec? x olur. 


Uygulama 


İ(x)ztan? x ise f(x)-2tanx(1xtan? x) olur. 











te) 


(cotf(x)) - Üsintte) 


--'0)-(d4cot? f0)) olur. 





Uygulama 


İ(x)zcotx ise f(x)-—(14cot? x) olur. 


Uygulama 


w İl)-sin(2x) ise f (X)<(2x)"cos(2Xx) tir. 

W İ()-co0s(2x) ise f (x)--(2x)'sin(2x) tir. 
(2x) 

cos” (2x) 

ise f(x)-(2x)'J1stan? (2x) tir. 
(2x) 


sin? (2x) 


w i(x)ztan(2x) ise (0) 


Y İ(x)zcot(2Xx) ise f)s- 


ise İ(X)-—(2X)'J1sc0i? (2x)) tir. 


Uygulama 


ycosftanx) İse a (14 tan? x)(—sin(tanx)) 


--(1stan? x)sin(tanx) olur. 





Uygulama 


yztanx-In(tanx) ise, 

dy 2 

— -(14tan“ x)-In(tanx)- 
dx 


-(1stan? x)-In(tanx) 4-14 tan? x 


-(14tan? x)-finftanx) #11 olur. 


Uygulama 
y cos (tanx) ise, 


İM 3 oo ttanx) -|—sin(tanx))-(14 tan? x) tir. 
X 


16. Ters Fonksiyonların Türevi 


#A—>B, birebir ve örten bir fonksiyon ise f(X) in tersi 
olan f(x) fonksiyonu bulunur. Sonra türev alınır. Bunun 
zor olduğu durumlarda ters fonksiyonun türevi şöyle alı- 
nır. 








İ(Xo)zYg & fTİ(Yg )zXx, olmaküzere, 


Ke  İ 
(f Mya İz 3 Olur. 
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(0) 4x1 

olduğuna göre, (f1)'(5) i bulalım. 
Çözüm 

1. Yol 


Fonksiyonun tersini bulup türevini alalım: 


10) 4x-1 ise P(x) - tür, 
Buna göre, 
ee 
Tİ) 0)02— 
CY4-7 
EYİ olur 
> olur. 




















2. Yol 


Tersini kolayca bulamayacağımız fonksiyonlarla da kar- 
şılaşabiliriz. Bunun için, şimdi de verilen kuralı uygula- 
yalım: yg — 5 deki türevi hesaplayacağımıza göre, 


Yg > 5 koşulunu sağlayan x, değerini bulmalıyız. 
Yo <İlXo) 
Yo 4X9-İ 
5-4Xg-İ 
Xg-—.. (4) 
1 
19 
2 
100-4x-1 
109-4 
((1)-4 


0 





) (5 


dir. Buna göre, 


() (5) 





ise (f) (5) -- tür, 
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x>2 olmaküzere, İ(X) < «2241 


olduğuna göre, (f1)' (5) kaçtır? 


1 1 1 1 
A) — B) — C) — D) — E)— 
D5 İz in ) iç 
Çözüm 
1. Yol 
Fonksiyonun tersini bulup türevini alalım: 


X>2 ve 100)2(x-2)2 *1 ise, 


Tİ()—Jx-142 dir. 





Buradan 
(oy — 
2j/X-—1 
İY İİ 
) (5) İri 
1 
-— olur. 
4 





2. Yol 
Yo 5 deki türevi hesaplayacağımıza göre, yg > 5 ko- 
şulunu sağlayan Xx, değerini bulmalıyız. 
Yo <İXo) 
Yo <(Xg 2)? 41 
5 (Xp 2)? 41 
Yo -2 v4 


|Xo-2|52, (Xp >2) 


Xg —2-2 
Xg z4 ... (X) 
Buna göre, 


(0) (X—2) 41 
f00-2-(X—2) 
1(4)-2.(4—2) 
t()-4 


YALIN 
(0) (5) Ta) 
(1 (5) -- tür, 


Cevap G 








e 
Verilen iki örnekte, fonksiyonların tersleri kolayca 


bulunabildi. Şimdi de, tersi kolayca bulunamayan 
iki örneği ele alacağız. 
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İR—>R 
(00 > x3—x 


olduğuna göre, (f-)' (6) kaçtır? 


Mz Bş ©; MD Bİ 




























































Çözüm 
1. Yol 


Ya > 6 daki türevi hesaplayacağımıza göre, yp — 6 ko- 


şulunu sağlayan X, değerini bulmalıyız. 


Yo zİ(Xo) 
Yo” Ka -Xo 
6 -xg” —Xg 


Xgz2... (A) 


Buna göre, 


İ0)-xİ—x 
f0)-3x2 —1 
f(2)-3-22 —1 
1(0)-11 


1 


1 a 
İON) 


11 İİ , 
(0) (6) — dir 


2. Yol 


0) —xİ-x ise tİOİ-x<-x ae) 
a a 
ise (G -x)'( İY) 3 -x)-1 


ise (3x2 —1-(f İY) 0Ö—x)-1 





ise (f 7) (xX9—-x)- EN“ (ik) 
ise ((71)(29 2 a 

Ye 2 

ise ONE dir. 


(20) daki satıda eşitliğin her iki tarafının türevini aldık. Tü- 
rev alırken bileşke fonksiyonun türevi ile ilgili bilgileri de 
kullandık. 

Bizden (f-1)' (6) isteniyor. (rx) daki satıda xXİ—x 6 
denkleminin sağlanabilmesi için x yerine 2 yazdık. 


2. yolda kullandığımız çözüm yolunu ters fonksiyonun 


türevi ile ilgili her soruda kullanabilirsiniz. 


Cevap E 











2. Yol 





C. TERS TRİGONOMETRİK 
FONKSİYONLARIN TÜREVİ 


Trigonomerti konusunda ters trigonometrik tonksiyon- 
ları işledik. Orada 


fo) -tanx ise f-İ(tanx)—x ..(<X) 
ise |f“(tanx) | —x' 

j : t a —1,! — 

16) — sinx fonksiyonunun tersi, f e — sinix veya e 


İİ) — arcsinx şeklinde gösterdik. ise (istan? x)-(f —)(tanx) —1 


Benzer tarzda ise ((“)tanx)-—İ.—. () 
İf) — cosxise İ-İ(x) — arccosx. Yi 
i A! x 1 
109) - tanxise 1-10) — arctanx ise (0) (tan?) R 
14tan? 


16) — coixise f-İ(x) - arccoix 


olduğunu verdik. ise (f )()-— dir. 


oj— 


(8x) daki satıda eşitliğin her iki tarafının türevini aldık. Tü- 
rev alırken bileşke fonksiyonun türevi ile ilgili bilgileri de 
kullandık. 
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i Bizden (f-1)' (1) isteniyor. (<x:X) daki satırda x yerine ” 
Xx fo, :) olmak üzere, 4 


yazarak isteneni bulduk. 
((X) —tanx 


Cevap A 


olduğuna göre, (f-1) (1) kaçtır? 








$$ aş af e eş 

Gi Çe. ”, 

Çözüm 

i Trigonometri konusunda f(x) — tanx fonksiyonunun 
1. Yel 


tersinin f-1(X) — arctanx olduğunu vermiştik. 
Yg > 1 deki türevi hesaplayacağımıza göre, yp - 1 ko- 
şulunu sağlayan Xx, değerini bulmalıyız. 


Bu durumda, yukarıdaki örnekte y — arctanx fonk- 


> Ma e al 3 
siyonunun Xx - 1 deki türevinin 5 olduğunu vermiş 








—İ(x 

Yo <İ(Xo) olduk. 

Yo z tanXg p , N 

Ters trigonometrik fonksiyonların türevinin bulunma- 
1ztanXg sında şu formüller de kullanılabilir. 
Tr ' 
Xy -— . (A ' 
oz (X) 1. yzarcsinu ise y - 

(#005 1 gür. Buna göre, 
Li Ya . U —u N 
(2) 2. ysarccosu ise y - dir. 

1—u2 
10) —tanx ; 3. y-arctanu ise y — > dir. 


14<u 


f(0)-141tan?x 


(2) —istan? 
4 


; 
“Ul 

4. y-arccotu ise y - dir. 
14u 











©) 0 
(3) Uygulama 
aalileği İ(X) —arcsinx ise () w) iel olur. 
-— dir 
gz A Şe 








Uygulama 


f(X)sarcsin(cosx) ise, 














iy eo. il > UN olur. 
vV1—cos?x İsin?x  |sinx| 
Uygulama 
İ(X)arctanx ise ft) ©) z 1 olur. 
MxE tax? 
Uygulama 
f(x) <arctan(Inx) ise, 
a 
e 


14(i0)2  ta(i?  xftk(ing2) a 











Uygulama 
f(X)zIn(arccosx) ise, 
ei 
farccosxJ) oo yY1-x2 1 , 
İ(X)- - dir. 
arccosX O ârccosX e are 
Uygulama 
f0)zarccot(2x) ise f(x)-—— 2) 2 gr, 
(2x) 144x2 
Uygulama 
İ(X)cos9 (arcsinx) ise, 
1(X)-3-c0s? (arcsinx)-(—sin(arcsinx)-(arcsinx)' 
-3-cos? (aresinx)-|-sin(arcsinx)- olur. 





1x2 















































D. ÖZEL TANIMLI FONKSİYONLARIN 
TÜREVİ 


Türev alma kurallarının başında verdiğimiz bilgileri ha- 
tırlayalım: 


nir, 


ifadesine tf fonksiyonunun x > a daki soldan türevi de- 
nir, 


1. İfonksiyonux adasürekli vef'(a*) -f'(a) ise 
f fonksiyonunun x - a da türevi vardır. 


2. ffonksiyonunun x < ada türevi varsa f fonksiyo- 
nuxsada süreklidir. 


3. ffonksiyonu,x zada sürekli olduğu hâlde, o 
noktada türeve sahip olmayabilir. 


4. ffonksiyonux - ada sürekli değilse türevli de de- 
ğildir. 


Özel tanımlı fonksiyonların türevleri bulunurken yukarı- 
daki bilgilerden yararlanırız. 


1. Parçalı Fonksiyonun Türevi 


(g(x), xa İse 
İha, 


fonksiyonu tanımlanmış olsun. 


js i 
xa İse 


Burada, aya, fnin kritik noktasının apsisi, g(X) ile h(x) 
edefnin dalları denir. 


Bu durumda, 

k>aolmaküzere,f(k) <g(k) dir. 

n <a olmaküzere,f'(n) <h'(n) dir. 

Eğer, (x) fonksiyonu x - a da süreksiz ise f'(a) yoktur. 


fe) nin tanımlı olabilmesi için, apsisi a olan noktada t(x) 
in hem sürekli hem de sağdan ve soldan türevlerinin bir- 
birine eşit olması gerekir. 
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3 
00-j) —1, 


x>0 ise 


4—x2, x<0 ise 


fonksiyonunun birinci türevinin x — -2 iken değeri- 
ni bulalım. 


i 


x<0 iken fp) -4—xZ dir 
(0) -4—x ise (0) -—Xxtir 
Buna göre, 


f(2) --2C2)4 olur. 
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xXx>0 ise 


(0) x3 -1, 
XxX) 
4—x2, x<0 ise 


fonksiyonunun birinci türevinin Xx — O iken değerini 
bulalım. 


Çözüm 


X>0 iken f(x)-x5 —1 ise, 

im #6) lim (x9—1)--1olur. ... (1) 
x>0* x0* 

x<0 iken f(x)-4—x2 ise, 

lim f(x) lim (4—-xX)-4 olur. ... (2) 


Xx-07 x>30” 


lim f(x) lim f(x) 
x>0* x307 


-1x4 olduğundan 


olur. Buna göre, 
f fonksiyonu x — O apsisli noktasında sürekli değildir. 


ffonksiyonu bir noktada sürekli değilse türevli de ola- 
mayacağından f fonksiyonunun x — O apsisli noktada 
türevi yoktur. 


Uygulama 


Mz 2X1, 
ia) 3x1, 


xz0 
x<0 
fonksiyonu Xx - O apsisli noktada süreklidir. Ancak 


f(0”) -2, f(0) -3 olduğundan (sağdan türev sol- 
dan türevden farklı olduğundan) f fonksiyonunun 
x - O apsisli noktadatürevi yoktur. 


Uygulama 


2 
na-f; *İ, 


3x3 *İ, 


xz0 


x<0 


fonksiyonu x - O apsisli noktada sürekli ve 


f(0*) -f(0) — O olduğundan (sağdan türev soldan 
türeve eşit olduğundan) f fonksiyonunun x — O apsis” 
li noktada türevi vardır. 











2. Mutlak Değer Fonksiyonunun Türevi 


10) — |g6)| olmak üzere, g(x) — O ın köklerine f(x) in 
kritik noktalarının apsisleri denir. 


Xp, 16) in kritik noktasının apsisi ise, sağdan ve soldan 
türeve bakılarak f (x,) bulunur. 


g(X,) > 0 ise H(X) — g(x) alınarak Tg) bulunur. 


g(*g) < O ise İ(X) -—g(x) alınarak (6) bulunur. 


kay e 


to)-)x2 -x| 


fonksiyonunun X in —1, 0, > 1 ve 2 değerlerinin 


kaçında türevi vardır? 


A)1 B)2 Cc) 3 D) 4 E) 5 


Bu fonksiyonun türevlerini, ön- 
celikle yukarıdaki kuralı kullan- 
madan sonuçlandıralım. Mut- 
lak değerli ifade, parçalı fonksi- 
yona dönüşiürülüp, sonuçlan- 
dırılabilir. 





X<0 veya x>1ise, 
002)? —xJsx2 -x 
T0)-02 —x)'-2x-1 dir. 
1(1)22-(-1)—1--3 tür, 
1(2)-2.2—1-3 tür. 
0O<x<i1ise, 

i)b2 —xf—x2 ex 
TO)2(x2 4x)'2-2x41 dir, 


jan -0 dır. 
2 2 











Xx 0) j 

X—x in t ğ e 
> px) x—x p e | Xİ—X 

fo) 2x-1 | -2xt1 | 2x-1 


XsOdavex 1 de sağdan türevile soldan türev fark- 
lr olur. Bunun için bu iki noktada türev olmaz. 


Cevap C 

















İA>R,y |f6)| verilsin.ae A, f(a) *0 olmak üze- 
re, fonksiyonun türevi; 


fa) <0 ise 
fa) >0 ise 
i(a) - 0 ise fonksiyonun bu noktada türevi olabi- 
lir ya da olmayabilir. Bunu araştırmak için fonksiyo- 
nun sağdan ve soldan türevlerine bakılır. Sağdan ve 
soldan türevler eşit ise fonksiyon bu noktada türev- 
lidir. Aksi hâlde türevi yoktur. 








ir 


100) >)x2 -2x41) 
fonksiyonunun Xx 1 deki türevi kaçtır? 


A)O B) 1 G2 D)4 E) Yoktur 


Çözüm 
toj-be -2x4411 


-İ6x-1 | 
-(X-1)7 
—X” -2x41... (#) 


olmak üzere, tf nin grafiği aşağıda verilmiştir. 


Mutlak değer fonksiyonu negatif sayıların işaretini değiş- 
tirir. Fakat, pozitif sayılarda ve sıfırda hiç bir değişiklik 
yapmaz. 


Buna göre, 
to-be -2x41) 
İ(X)>x7 —2Xx41 
İO)(0x2 -2x41)' 
İ(X)-2x-2 
f(0)-2-1-2 
(0 


) 
0 


0 olur. 


Cevap A 



























































Fonksiyonun sürekli olduğu fakat türevli olmadığı 
noktalara fonksiyonun kırılma noktaları denir. Buna 
göre, grafik üzerinde apsisi a olan nokta sivri uç (kı- 
rılma noktası) ise t (a) yoktur. 


Örneğin 1() — (x-—61 nın grafiğinin kırılma noktası 
(sivri ucu) (6, O) dır. f(6) yoktur. 











Uygulama 
iy (6) > |x2—xJin grafiği yanda verilmiştir. 
X>İvex-0,x2—x - 0 denkleminin tek 


katlı kökleridir. x—-idevex-0Odafnin 
kırılma noktası (sivri ucu) vardır. Bu du- 
rumda f nin x < 1 devex - O da türevi yoktur. 


ie 


Uygulama 
y #6) > |x2—2x * 1| in grafiği yanda veril- 
miştir. 


Xx-1,x2-2x 4 1 -0denkleminin çift kat- 
lı köküdür. x - idefnin kırılma noktası 
(sivri ucu) yoktur. Bu durumda f nin x — O da türevi var- 
dır. 


Ol 4 Xx 





to)>Jax#b| ise, (2) yoktur. 










Bazı kaynaklarda yer alan, “g(x) O in tek katlı kök- 
lerinde f(x) — (g(4 | türevi yoktur.” önermesinin yan- 
liş olabileceğini bir Örnekle gösterelim. 
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t0)|0x-4)9) 


olduğuna göre, f'(4) ü araştıralım. 


Çözüm 


x—-4-0isex-4tür Bu durumda f(x) in kritik nok- 
tasının apsisi 4 tür. Bu nedenle f'(4) i bulurken sağdan 
ve soldan türevi incelemeliyiz. 


x> 4 için, (6) < ©—4P tür.f(4*) yi bulurken, 4* >4 
olduğundan, f(x) — (x— 4) ü alacağız. Buna göre, 





(0) > (X—4P) 3. (X—- 49-1. (x—-4)' > 3-4) dir. 
Bu durumda, 


((4*)-3(4-4)7 <0dir.... (&) 














X< 4 için, 6) > x—4)3 tür. f'(4) yi bulurken, 4 <4 
olduğundan, f(x) — —-(x—4)3 ü alacağız. Buna göre, 


(9-C4-49) 
1(4) --3(4—-4)2x0 dır... (Zik) 


—3(x-4)2 dir. Bu durumda, 


Buna göre, 1(41)-f(47) <0 dır. 

x — 4 için f(x) sürekli ve sağdan türev soldan türe- 
ve eşit olduğundan f(4*)—f(4-) -f(4) -0 dır. 
Bu fonksiyon her noktada türevlenebilir (türevi vardır). 


“© İÇ) in grafiği yanda veril- 
ii miştir. 

“x (4,0) noktası f(x) in kırılma 
noktası (sivri ucu) .değildir. 


> Bu fonksiyon her noktada 
-X. türevlidir. 











i0)-)(x-4)| ise 

x>4 için, f(x)-(x—4)3 ise f'(x)-3(x-4) dir. 
x <4 için, f(x)--(x—4)9 ise f'(x)-—3(x—4)> dir. 
f(4)-0 dır. 


Uygulama 

İHR—R, 

(0) >x2 4 3)x)-2 
olmak üzere, 
x>0 için, f0)-2x13tür 
Xx < 0 için, f() 2x-3tür 


xXx 0 için, f0) yoktur. 


Uygulama 

İR—>R, 

(0) — xx) -2 
olmak üzere, 
Xx> 0 için, fo) -2x tir. 
x<0 için, f0)--2xtir 


x0 için, f6) 0d. 








A) 4x3 — 


C) 4x3 4 


A) 11 














t)vx 


1 


1 
2 


X 


Xx 


E) 4x3 4 


v2 1 1 
KİN m e 
2. 
1(X)>x lk 


Xx 
2x 





fonksiyonunun birinci türevinin X — 2 için de- 
ğeri kaçtır? 


Dp 1 
8 18 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 





t(0)2(03 -2x)-(x2 *x-1) 


B) 12 


2 


İ(X)- 


X 4#X 





x—1İ 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 


fonksiyonunun birinci türevinin x — 1 için de- 
ğeri kaçtır? 









| 
| 





5. RE, 
10) - |x2— 4x) 


fonksiyonunun birinci türevinin x — —2 için de- 
ğeri kaçtır? 


A) Yoktur 





B) 0 Cc) -2 D) -4 E) -8 


6. RR, 
İX—3) — 2x2 4 3x 


olduğuna göre, f(1) in değeri kaçtır? 





A)19 B)18 C)17 D)16 E 15 
7. RR, 
(0) (8-45 
olduğuna göre, f (2) nin değeri kaçtır? | 
A) -1 B) 0 Cc) 1 D)2 E) 5 


(O) Y(2x2 -x)8 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 


A e meşe) ez B) 5-(4x-1) 
5-“»(2x2 -x) 8-İl(2x -x 
o) 3-(4Xx-1) D) 3.(4x--1) 
8-İ(2x? -x) 8-İ(ax? -xö 
e 3-14x-2) 
8- Y(2x2 -x) 
































VE -1 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 





A x—1 B) X2 —1 
2.5İ(x2 -1)3 2. İç? -1P 
Xx Xx 
v 4İÇ2. 48 410x208 
G2 -1) 2.102 —1) 
E) . 
e li 


#(0)2log(3x2 42x) 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 


3X2 4X 
A) —— logıg © B) —— logıp e 
3X2 42Xx 3X2 42x 
2... 3X2 —2Xx 
Cc) 3X —2X pig D) — — gp e 
3X2 42X 3X2 42x 
6x2 
———— logo e 
3X2 42X 


dine —x)l 
dx 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 














2. il) 

A) 3x“ —İ B) X 

Xİ -X 3 

2 
4 

g1 D) — 
Xİ —x Xx —Xx 

E) İn —x) 





raya az) 
vVx—2 


olduğuna göre, f(1) kaçtır? 


ole 


AZ B) 2 o) Dz g2 


13. 
Xx v2 
to)ze * e) ) 


olduğuna göre, 1(x) aşağıdakilerden hangisine 
eşittir? 


A) x2 42x:-logge B) (X2 #-2x)-logpe 


X2 42X 





C) x2 42x D) l0gşg € 


2 
E) REK la e 
3X2 2x 


14. 
yz? t1 


xzsi-i1 

— Ni dy . P pi : 
olduğuna göre, VTİ ifadesi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 


B) 3x6 
D) 2xX44 


A) x-2 
GC) 4x2 
E) 2x42 


j 


15. 


2. olar 
4 
f(x -2x)>sinx 


olduğuna göre, ((-1) (0) kaçtır? 


A) -2 B) > co D) > g2 





























P (Ge) b) 1 Dö li 
ye ea) aza m ke) 
i 1 
f (0) —— 
Ni 2.jJ2 4 
Cevap A 
2. 
(0)2x9 -ŞİX ise, 
(09(x9 -vx)' 
i 
-(xİ)' G2) 
gişe 
2 
gl 
—-4x3 ——x 2 
—4x8 İİ  ir, 
2x i 
Cevap B 


3. 

TA) Eİİ 42x)(02 #x—1)1 

(Xİ 42X)'. (0X2 Xx—1) (0x2 Xx 1)(x3 2x) 
(3X2 42) (0x2 4Xx—1)4(2x141)-(x3 4 2x) 
olduğuna göre, 


#(0)x(3-12 42).(02 41-1) (2.141) -( 421) 
-5-143-3 











(x—12 
EKE ek) 
(x-1)2 
2 X2 —2x-1 
X2 -2x41 
Cevap D 

5. 
tojzhx2 -ax| 


N Xx” -4x, x>4 veya x<0 ise 
—x2 44x 0<x<4 ise 
Xx <0 iken İ(x)-x2 —4x ise f(X)-2x-4 tür. 
Buna göre, 1(-2)-2(-2)-4--8 olur. 


Cevap E 


6. 


g(x)-x-3 ise g'(x)-10olur. ... (X) 


x—3-lisexs4tür. ... (5x) 


(lg) -fig(x)l-9(x) 
olduğuna göre, 
İ(X—3)-2x2 43x ise, 
(((X—3)) (2x2 43x)' 
1(X—3):(x—3)'-4x43 
1(X—3):1-4x43 
1(X-3)-4x43 tür. ... (3k) 
xXxz4 iken 1(X—3)-4x43 
1(4—3)-4-443 
(1-19 olur. 


Cevap A 


i 
| 
il 
i 
İl 
i 












































7. 


g(x)-x3 -4x ise 


O) <4la(x)lİ 3 


g'(x)-3x2-4 olur. ... (#) 


'-5-(g(x)1* -g'(x) ise, 


İ(X)25.(x3 —4x)9 (3x2 -4) olur. ... (4) 


1(2)-5.(23 -4. 


n 


(0) İla” 


Buna göre, 


i00-N Xx —1 ise 





SN 
12Xx 
4-“İ 


i x 
İ 2x2 1 


2)9 .(3-22 -4)-0 olur. 


Cevap B 
8. 
10)-(8fex2 -x)3 ) 
e 
İçer -y3) 
3 24 2. yy 
- (2x -x)8 (2x —x) 
© 3(4x-1) 
8. (2x2 -x) 
Cevap C 


ise di alir 
DLL 
ise (6-7 Tae)" -g (Xx) 


m-g'(x) 


b Yigaı 


ise ((0)- olur. 


; 


"(Ya -n ) 
4 Ay 


x2 <4 ye 


olur. 


i 
YE 1-02 —1)8 ise 


le yi) 


1 
pe ' 
ML -1y4 (Ge —1) 
4 
” -3 
a 
——-(x —1)4 .(2x-0) 
: ( )4 1 
SOL A -2X 
4 > 
104 
— z olur. 
2İİ(0x2 1) 
Cevap D 
10. 
i0)2logl3x2 *2x) ise 
1(X)(l0g(3x2 #2x))' 
2 ; 
ie ek e 
3x7 -2x 
m ağı e 
3X2 42x 
olur. 
Cevap E 
11. 
g(x) 


i(x)z1ng(x) ise f(x)> 


g(x) 


olduğuna göre, 








dinç —x)) e — 
a —Jin(xi —x)) KE 


12. 


f(x)zing(x) ise 1(x)- 





olduğuna göre, 























1 2x42 1 1 





Cevap B 


13. 


d(e* -x2) 
dx 


-e Ke y'-x2 se” (2 YI 


(20 


—-e“Je*-.x2 se*.2x) 


—X2 42Xx 


Cevap C 


14. 


yaikivex-t-i 
olmak üzere, 


1. Yol 


Xzt-— 1 denklemindent çekilip y — 12 4 1 denklemin- 
de yerine yazılırsa, y nin x e bağlı değeri elde edilir. 


X-t-—iİise t-x-1dir. 
Yi #1ise y-(x41)7 41-x2 42x42 dir. 


a 
mai 4-2Xx42)-2x42 olur. 


2. Yol 





dy 
e ağ 
di Lİ 
dx dx (t-1) 1 
dt 
” . dy / 
(X-1—1 ise t-x11) ise 3 72172(X11)-2x12 dir. 


Cevap E 





j 
| 
li 
! 
| 
j 
| 
| 
| 
| 
İ 
il 


15. 
1. Yol 


Ya > O daki türevi hesaplayacağımıza göre, yg > 0 ko- 
şulunu sağlayan X, değerini bulmalıyız. 


Yo #İ(*g) 
Yo > Xg* -2xg 


0-Xg3 —xg 


Xg-0... (4), sef? ji 


A) YEL 
(0) (0) To) dır. 


Buna göre, 
(Xİ -2x) —sinx 


(3X2 —2)-f'(x3İ —2x)— cosx 


Ül 2) COSX 
3x2 —2 
#103 -2.0 - COSO 
) 3-07 -2 
i 1 
f(0)- — 
(0) 5 
O 1 
()(0)-—- 
-> 


(£1)'(0)--2 dir. 
2. Yol 


to —2x) -sinx ise f“İfsinx)-x3—2x .. (e) 
ise | sing) -0Ö 2x) 
ise (sinx)'-(f “”)'(sinx) - 3x2 —2 


ise cosx -(f “İ)'(sinx) -3x2 -2 





2 
ise (f“)'lsiny <2. çi 


. 2 pa 
ise (f“)'(sino) 2:9 <2 
cos0 


ise (f“) (0) -— 


ise (f“)(0)--2 dir. 
(2x) daki satıda eşitliğin her iki tarafının türevini aldık. Tü- 


rev alırken bileşke fonksiyonun türevi ile ilgili bilgileri de 
kullandık. 


Bizden (f“1)' (6) isteniyor. (5x) daki satıda xX3 -x-6 
denkleminin sağlana bilmesi için x yerine 2 yazdık. 


2. yolda kullandığımız çözüm yolunu ters forıksiyonun 
türevi ile ilgili her soruda kullanabilirsiniz. 


Cevap A 








| 
| 
| 





























1 
za sbxs1 
i (2) -5 
2 
olduğuna göre, 1(1) kaçtır? 
A)5 B) 6 C)7 
| 
| 2. (©) -x-ax fonksiyonunun birinci türevi to), 
ikinci türevi f(x) dir. 
T0)1'o) 
denkleminin eşit iki reel kökü olduğuna göre, a 
kaçtır? 
A)—-3 B) -2 C) -1 
3. 
İ() > axi 4 3x7 
1(2)-24 
olduğuna göre, f"(1) kaçtır? 
A) 1 B) 6 Cc) 9 D) 12 E) 24 
4. 
i)zx emin 
(2) -12 
1(0)-— 


olduğuna göre, n kaçtır? 


A) -4 








| <B, 












a bir reel sayı olmak üzere, 


fO) <in(sinx) 


f(4)-5 


olduğuna göre, f («) kaçtır? 


A)-30 B)-26 C)-25 D)-23 





fonksiyonunun birinci türevinin Xx — 4 için de- 
ğeri kaçtır? 


3 
a2 B; 95 DZ e 


1ı 
4 4 


f(X)2In(sin x) 


olduğuna göre, f'(x) aşağıdakilerden hangi- 
sine eşittir? 


A) sec” x B) Inftan x) C) In(cosx) 


D) cotx E) tanx 


(0) — (x-1)8 
olduğuna göre, f (0) ın değeri kaçtır? 


A 18 B)-15 C)10 Djı2 E)15 











9. a sıfırdan farklı bir reel sayıdır. 
(0) -ax'ix 


fp) 0 





olduğuna göre, n en az kaçtır? 
If): #6) in n. mertebeden türevi.) 
A)5 


B) 6 C) 7 











10. 
Hx)-2xİ —yY2x 
fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 
1 1 
A) 8x -— B) 4x3 — 
| Xx 2x 
i 
C) 8x3 2 D) 4x3 41 
2x Vx 
E) 8x3 4“ 
2x 
| 
. 2 ii 
10) *2X 
x—İ 


fonksiyonunun birinci türevi aşağıdakilerden 
hangisine eşittir? 


2. 2 5 5 
Ay“ 2X-2 p< e 
X Oxi Xx 
2. — 2. > 
o X* —2Xx-—1 D X* —2Xx-—1 
RİK X2 -2Xx44 

2. — 

B) X* —2x—1 

Xx -2x 























12. 
İÇİ) — İ(X2) 4 4x2 —5x 


olduğuna göre, 1 (1) kaçtır? 


A)1 B)3 C)5 





13. 
(0) > «24408 2x) 


fonksiyonunun birinci türevinin x — 1 için de- 
ğeri kaçtır? 





A)1 B)2 o) 3 D)4 E) 5 
14. İ 
İ(X)S2Xxİ 43Xx—1 
lduğuna ağ im (İİİ) 
olduğuna göre, li h — limiti- 
nin değeri kaçtır? 
A) —1 B) 1 o) 2 D)3 E)4 
15. 
Xx 
a) 2 
sin X 
N 5 İT 
olduğuna göre, (2) kaçtır? 
z “ 
A) e” B) e? C)e D) 1 E)0 




















x<0 ise 


sin Ex), x>0 ise | 
4 | 








Buna göre, aşağıdakilerden hangisi yanlıştır? 


A) f#fonksiyonu, apsisi x - 0 olan noktada sürek- 
lidir. 

B) ffonksiyonu, apsisi x - O olan noktada türev- | 

lidir. 

C) ffonksiyonunun apsisi x - 1 olan noktasındaki 
türevi pozitiftir. (f'(1) > Odır.) 

D) ffonksiyonunun apsisi x - 5 olan noktasındaki 
türevi negatiftir. (f(5) < O dır.) 


E) #5) <0 < if) <H3) tür. 











xs4u-—1 
yzuitku?-3 


parametrik denklemleri ile verilen y — 10) fonk- 





d 
siyonu için a aşağıdakilerden hangisine eşit- 


tir? 


2 2 
A) 3x“ 48x411 B) 3x“ 410x411 
64 64 
2 Xx 2 
o 3x -14Xx—11 D) 3x“ 414x410 
64 64 


3 2 x*Fİ 
E) —(x4-1)X —— 
) sa ) 8 











3. 16)-xX943x2—6x fonksiyonunun birinci türevi 
f'6), ikinci türevi f"(x) dir. 


t0)-1'6) 
denkleminin köklerinden biri aşağıdakilerden 
hangisidir? 5 
C)—1 


A)-3  B)-2 





(0) x Int 1) 


olduğuna göre, f nin ikinci türevinin X — 2 için 
değeri kaçtır? 


4 2 1 
A1 B) in3 G) — D) — — 
) ) İŞ iş 
Ki 
TEN 
KEŞ 
Mİ 
f:(0,x)—R 
((X)zsinx 
Tr 
O)—t) — 
e. Ğİ 
(0) ——— 
Tr 


2 


olduğuna göre, 9 aşağıdakilerden hangisine 
eşittir? (f (0): f nin birinci türevinin x — 6 için de- 


ğeri) 
A) arecos) -Z) B) arocos > 
T Tr 
Tr 
Cc) — D 
5 ) 


E) aresin| -Z) 



















()s24x 


t(1h)-f(1) 

















olduğuna göre, li geri 

g g adli —p değeri kaç- 
tır? 

1 3 

Ay B) 1 > 
) ) 5 

i 
İ 
! 
| 
| 
| 
7. 
g* 
Xx) —— 
in2 | 
N Tx 
olduğuna göre, a ifadesinin eşiti aşağıda- o | 
İ 
kilerden hangisidir? 

A) 1 B)2 C) in2 D) In4 E) In8 
2-3 İ 
azal 2 -2x| 

ey 


- .. Li : | 
olduğuna göre, f(4) kaçtır? (6: fnin birinci | 
türevi) 


A2 B) 0 Cc) 2 











9. yf6) fonksiyonu iz x-Lş olarak tanım- 
y ; 
lı olduğuna göre, f (2) nin değeri kaçtır? 


g2 D) zl 


A4 B1 
3 2 








10. a birreel sayı olmak üzere, 
f() <arctan (e) | 
f(0)-2 


olduğuna göre, a kaçtır? 





A) 1 B)2 c)3 D) 4 E)5 








İl. a pozitif bir reel sayı olmak üzere, 
to) -İx2 -dax| 
1(a)-4 
olduğuna göre, a kaçtır? 


A) 1 B)2 C)3 D) 4 E)5 




































İ 


JO 
Yz 


GERi 
za 


teğet 


Yy 3 İ(x) fonksiyonunun Afx,, yo) noktasındaki teğetinin Ox ekseniyle yaptığı pozi- 
tif yönlü açının ölçüsü & olsun. Teğetin eğimi (m değeri) tana ya eşit olduğu için: 
m z tana dır. 
















y - f(x) fonksiyonunun x — x, daki türevi 























Ag. Yo) noktasındaki teğetinin eğimine eşittir. 














(Xx) <m tana dır. 


Uygulama 


f fonksiyonunun A(1, 5) noktasındaki teğetinin eğimi 10) dir. 


Ni fonksiyonunun A(-İ, 2) noktasındaki teğetinin eğimi tc) dir. 

















y< mx $* n doğrusunun eğimi 








Uygulama 


y 4x * 7 doğrusunun eğimi 4 tür. 















































ÜTmek .k 


(00x21 3X-5 
fonksiyonuna üzerindeki, A(2, y) noktasından çizilen 
teğetin eğimi kaçtır? 


A)4 B) 5 Cc) 6 D) 7 E)8 
Çözüm 

ft) in üzerindeki A(2, y) noktasından çizilen teğetin 
eğimi: 


mzf(e) dir. 


Buna göre, 


1) <x2 4 8x—-5 


(0) >2x13 | 
m — fe) | 
—2.243 | 
-7 dir 





CevapD. | 


İ 
dye .A i 
1 

10) > x5-3x42 | 

N | 

fonksiyonuna üzerindeki, A(1, 0) noktasından çizilen | 
teğetin eğimi kaçtır? 


A)0 B) 1 oz D)3 E)4 


ii | 
Çözüm 


t6) e üzerindeki A(1, O) noktasından çizilen teğetin eği- 
mi i 


; 
i 
m —f(0) dir | 
Buna göre, | 
(0) -x3-3x42 | 
fo) 32-3 | 
mt) 
-3.12-3 

-Odır. 


Gevap A 

















x 








Yukarıdaki şekilde grafiği verilen f(x) fonksiyonuna 


eğe İndi nun eğimi bir kaç yolla bulunabilir. 
üzerindeki, A(6, y) noktasından çizilen teğetin eğimi 


kaçtır? 1. Yel 
AE 
hi Eğim tan <cotö- İİ 22 4 dir. 
3 
2 2 3 
2. Yol 





Genel doğru denklemi y — mx *n dir. Verilen doğru 
Gözüm (4, 2) ve (0, -2) noktalarından geçtiğine göre, 
y -f(6) fonksiyonunun A(6, y) noktasındaki teğetinin Ox &—4içiny2) ve © -Oiçiny—-2) dir. 
i ğ itif yönlü ölçümü 309 oldu- 
ekseniyle yaptığı pozitif yönlü AR Ö im sim erdi mü e dB 
ğuna göre, teğetin eğimi, tan30" ye eşittir. dir. 
LO) e üzerindeki A(6, y) noktasından çizilen teğetin eği- y—x-2-1-x-2 doğrusunun eğimi 1 dir. 
mi | 
Mieğet tango Yİ olur. | 
| ek .4 
CevapC 
| yi) 
il 
Uygulama 










(4, 2) ve (0, -2) noktalarından geçen doğrunun denk- 


Yukarıdaki şekilde y — f(x) fonksiyonu ile fye (4,2) nok- 
lemi, yxx-2 dir. 


tasında teğet olan doğrunun grafiği veriliyor. 
Bu denklemde Buna göre, (4) kaçtır? 
X&—d4içiny—2) ve X —Oiçiny --2)dir. 


A) v — 


Me 


©) 


Çözü 
yz © fonksiyonunun A(4, 2) noktasındaki türevi, ya- 
ni £(4), A(4, 2) noktasındaki teğetinin eğimine eşittir. 


Uygulama ye 1) fonksiyonunun A(4, 2) noktasındaki teğetinin 
(4, 2) ve (0, -2) noktalarından geçeri doğrunun den eğiminin 1 e eşit olduğunu önceki uygulamada verdik. 
lemi, Buna göre, 
yx-2 ta) -1 

ziİ-x-—2 


ve bu doğrunun eğimi 1 dir. Cevap D 





Şekildeki (4, 2) ve (0, -2) noktalarından geçen doğru- 

















Eğimi m olan ve A(&g: Ya) noktasından geçen doğ- 
runun denklemi, 


Y-Yg m: (X— Xx) 


olduğu için, y — f(x) eğrisinin A(xg, Yg) noktasında- 
ki teğetinin denklemi, 


Y—Yg# to) N (X—>g) 





olur. 
ii 





Uygulama 


Eğimi 1 olanve (4, 2) noktasından geçen doğrunun 
denklemi, 


y-2-1- (X-4) 
yzax-2.dir 


Uygulama 


1 (8) > 8 olmak üzere, y - f(x) eğrisinin A(3, 18) nok- 
tasındaki teğetinin denklemi, 
y-18-8-(x-3) 
olur. 
A(3, 18) noktası y — f(x) eğrisi üzerinde olduğundan 
f(3) - 18 dir. 


mi .5 


10) > x2 —>x 
fonksiyonuna üzerindeki, A(4, y) noktasından çizilen 
teğetin denklemi aşağıdakilerden hangisidir? 


A) y-x-8 B) y-x48 C) y-x-4 


D)yzx4s4 E) yz6x—16 
Çözüm 


16) e üzerindeki A(4, y) noktasından çizilen teğetin eği- 
mi: 


mf(4) tür. 


Buna göre, 























| 
| 
İ 


























e) 


(4) 242-2.4 
(44-8 .. (A) 


olur. Buna göre, 


Eğimi 6 olan ve A(4, 8) noktasından geçen teğetin 
denklemi: 


Y—Yo -t(X0)-(X-xg) 
y—-8-6.(x-4) 
yz6x—16 


olur. 


mek .6 


Şekilde y — f(x) ile f ye apsisi 2 olan noktada teğet olan 
g(x) - 2x-— 1 doğrusunun grefiği verilmiştir. 








ale) <2x-1 


no) 16) - gk) 
olduğuna göre, h'(2) kaçtır? 


A) 12 B6 ©4 D)3 Eğl 


Gözüm 

y —f() eğrisinin x - 2 deki teğeti g(x) -2x—1 olup, 
eğimi 2 dir. 

Bu sebeple, 

fo) —-2dir. 

Ayrıca, 





22-1 
-3tür 
g'X) - 2 olduğuiçin, g'(2) 2 dir. 
Buna göre, 

he) > 16) - g6) 

h'6) -16)-g6) * a) - Te) 

h'(2) - f(2)- (2) * g2)- 12) 
2342-3 

-i12 dir. 


Cevap A 


TDi 4 


(x-2) #y? -4 


çemberinin A(3,Y3) noktasındaki teğetinin eğimi 
kaçtır? 


1 1 y3 1 Rİ 
MEL -— ©9— D— BK 
Çözüm 


Fy) (x—2) 4 y” 4-0 
Fx 52(X-2) 
F,-2y 


olduğuna göre, 


, F, 
Fy) 
Fy 


3 2(X-—2) 
z ay 


olduğu için, teğetin eğimi: 


m FANİ) tür, 


3 


3 


Cevap 8 





| 
Ül rnek . 9 















yy .8 


HH) Xx? —2x41 


eğrisinin hangi noktadaki teğeti y —- 4x * 1 doğru- 
suna paraleldir? 


A) (3,3) B) (3, 4) C©)(4,9) 


D) (2,1) E) (3,6) 


Çözüm 
İstenen noktanın apsisi Xp olsun. 


Parelel doğruların eğimleri eşit olacağından dolayı iste- 
nen teğetin eğimi 4 olmalıdır. (y — mx *n doğrusunun 
eğiminin m olduğunu hatırlayınız.) 


Buna göre, 
(6) 4 
koşuluna uyan Xg noktası istenmektedir. 
(0) x2 —2x51 
1(0)-2x-2 
f(Xg)52x,-2 
4-2x,-2 
Xg 53 tür. 
Xp Z 3 için (3) <4 
bulunur. Buna göre, değme noktası (8, 4) olur. 


Cevap B 


0) —xİ—14x 


eğrisinin hangi noktalarındaki teğetleri y ——2Xx41- — 


doğrusuna paraleldir? 


A) (2,20) ve (2, -20) B) (—2, 12) ve (2, -12) 
6) (-3,9) ve (3, -9) D) (1, 10) ve (1, -10) 
E) (-2, 10) ve (2, —10) 


Çözüm 
İstenen noktanın apsisi Xg olsun. 


Parelel doğruların eğimleri eşit olacağından dolayı iste- 
nen teğetlerin eğimleri -2 olmalıdır. Buna göre, 


| 
i 
i 
i 
İ 


| 
i 
j 
i 





tx) --2 

koşuluna uyan Xg noktaları istenmektedir. 

İ()—xİ -14x 

10)-3x2 -14 
İXy) 3x,” —14 

-2- 3X0” -14 ise (Xp --2 veya xp -2)dir. 

Xg - —2 için f(-2) - 20 
Xg — 2 için f(2) — -20 


bulunur. Buna göre, istenen noktalar (2, 20) ve (2, -20) 
olur. 


Cevap A 


ey e .. 10 


fo) 5x2 1 
eğrisinin orijinden geçen teğet denklemleri aşağıda- 
kilerden hangisidir? 


A) ys-Axvey-4x B) y--3x ve y-2x 


C) yea-Axveyzx D) y-2x ve y-2x 


E) y--2xvey-—4x 


Çözüm 


İstenen nokta teğetin değme noktasıdır. Bu noktanın ap- 
sİSİ Xp olsun. 


Bu nokta eğri üzerinde olduğu için, ordinatı -Xg)? — 1 
olur. 


Og: -(Xg)” — 1) noktasındaki teğetin eğimi: 


te) 5x2 —1 
f0)--2x 
mi Stko) 
—-2Xg olur. 


Buna göre, teğetin denklemi; 
Y-—Yo <M-(x-xg) 
Y-İ-X0)” -11-2x0 -(—xg) ... (3) 


olur. Bu denklem ile belirtilen teğetler orijinden geçtiği- 
ne göre, O(0, 0) noktasi bu denklemi sağlar. 


Buna göre, (#) denkleminde x — 0 ve yz Oyazılırsa, 




















A) (-3,9) ve (1.1) 

















Y-İo)? -11--2x0 -(-xo) 
0-0)” -11 -2x0 -(0-Xxo) 
o 1152-0” 
(xo)? ise (Xg --İ veya Xg -1) dir. 

Xg > —İ için f(-1) --2 
Xg > 1 için (1) --2 

bulunur. Buna göre, değme noktaları (1, —2) ve (1,-—-2) 
olur. 

(1, -2) noktasından ve orijinden geçen teğetin (doğru- 
nun) denklemi: 

Y-Yo <M-(X—xo) 

y-(C2)5-2:C1-1-691 

yz2xx ... (0) 

olur. (1, —2) noktasından ve orijinden geçen teğetin (doğ- 
runun) denklemi: 

Y—Yg <M-(X-—Xog) 

y-(-2)--2:1.(X-1) 

ya-2x .. (2) 

olur. 


Cevap D 


Gn 1k 


A(1, -3) noktasından y — Xx eğrisine çizilen teğetle- 

rin değme noktaları aşağıdakilerden hangisidir? 

B) (-2, 4) ve (2, 4) 

C) (-1.1) ve (3,9) D) (-1,1) ve (3,3) 
E) (-2,1) ve (3,6) 








TAC, -3) 


İstenen noktanın apsisi x, olsun. 








Bu nokta eğri üzerinde olduğu için, ordinatı (Xp)? olur. 


(Xp: (Xg)2) noktasındaki teğetin eğimi: 


tw) -x2 
f0)-2x 
m; -İ (o) 
— 2x, olur. 

Buna göre, teğetin denklemi: 

Y-Yo <M-(X-—xg) 

Y-(X0)” >2xp -(X-xo) .. (4) 
olur. Bu denklem ile belirtilen teğetler A(1, —3) noktasın- 


dan geçtiğine göre, A(i, -3) noktası bu denklemi sağ- 
lar. 


Buna göre, (5) denkleminde x — 1 ve y - 3 yazılırsa, 


Y-(Xo)? -2x0-(X-xo) 

—3-(X0)* - 2x9 (1x0) 

(Xg)?—2-x—3-0 ise (Xg -—1 veya Xg -3) tür. 

Xg — —İ için f(-1) — 1 

Xg — 3 için 1(3) - 9 

bulunur. Buna göre, istenen noktalar (-1, 1) ve (3, 9) olur. 


Cevap C 


B. BİR FONKSİYONUN GRAFİĞİNİN BİR 
NOKTASINDAKİ NORMALİNİN 
DENKLEMİ 

Bir fonksiyonun grafiğinin bir noktasındaki teğetine dik 

olan doğruya o noktadaki normali denir. 


Birbirine dik olan doğruların eğimleri çarpımı — 1 oldu- 
ğu için, y — f(x) eğrisinin A(xg Yo) noktasındaki 
normalinin eğimi: 


1 


Mm, -——— dır. 
” Teo) 


Buna bağlı olarak, y — f(x) eğrisinin A(Xp; Yo) nok- 
tasındaki normalinin denklemi, 


Y-Yo -— “(X-xo) dir. 


e 
Fo) 


















Uygulama 


f(8) - 8 olmaküzere, y -1(x) eğrisinin A(3, 18) nok- 
tasındaki teğetinin denklemi, 


y—18-8-(X-3) 
olur. 
y - İ() eğrisinin A(3, 18) noktasındaki normalinin 
denklemi, 


y—18 --2 6-3) tür. 


inek . 12 


10) > x2—>x 


fonksiyonuna üzerindeki, A(3, 3) noktasından çizilen 
normalinin denklemini bulup grafikleri çizelim. 


.. .. 


Gözüm 


f(x) e üzerindeki A(3, 3) noktasından çizilen teğetin eği- 
mi: 


m —f(8) tür. 
Buna göre, 
İ() > x2—>x 
f() > 2x-2 
m f'(3) 
2-3-2 
4 .. (4) 
Buna göre, 


Teğetin eğimi 4 olan ve A(3, 3) noktasından geçen nor- 
malin denklemi: 


olur. 


Aşağıdaki şekilde f(x) — x2 — 2x parabolüne A nokta- 


sında çizilen d teğet doğrusu ile £ normali-gösterilmiş- 


tir. dile£ biribirini A noktasında dik kesmektedir. 


A 
y 





çemberinin A (1,3 ) noktasındaki teğetinin eğimini 


ve normalinin eğimini bulalım. 


Çözüm 


FOy)—x2 4y? 4-0 
F s2x 
F,z2y 


olduğuna göre, 


olduğu için, teğetin eğimi: 
m; <F'(1,V3) 


> NE tür. 


v3 


Normalin eğimi: 


map eline 
FAB) 


yx 











Bulunanlar ve şekil dikkatlice incelenirse, teğetin Ox ex- 
seniyle 150 derecelik bir açı, normalin 60 derecelik bir 
açı oluşturduğu görülür. 


Ayrıca teğet ile normalin eğimler çarpımının —i olduğu, 
buna bağlı olarak, teğet ile normalin birbirini dik kesti- 
ği görülür. 
































| İs 
iO) > x—x-2 

fonksiyonuna üzerindeki, A(2, 4) noktasından 

çizilen teğetin eğimi kaçtır? 

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15 

2. 

Yukarıdaki şekilde grafiği verilen f fonksiyonu- 
na, üzerindeki (-İ, a) noktasından çizilen teğe- 
tin eğimi kaçtır? 

AE g8 g2 pl g2 

2 3 2 2 2 
3. 
| 0) > xiİnx 
fonksiyonuna üzerindeki, A(1, c) noktasından 
çizilen teğetin denklemi aşağıdakilerden hangi- 
sidir? 

| 
| A)ys2x-2 B)ys2x*2 C)y-3x-3 
| D)ysxt1 E)ysx-1 
| li 
i 
| 
4, 

10) > x3—x—2 

eğrisinin A noktasındaki teğeti y — 2x * 5 doğru- 

suna paraleldir. 

Buna göre, A noktası aşağıdakilerden hangisi 

olabilir? 

A) (0, -2) B) (2,4) ©) (0,5) 

D) (1, -2) E) (1,2) 























Denklemi f(x) — 5 —x2 olan eğrinin (parabolün) 1. 
apsisi x- —2 noktasındaki normalinin denklemi ib) - 5 —x-2 
aşağıdakilerden hangisidir? 


olduğuna göre, f(x) in üzerindeki A(2, 4) noktasından çi- 


A) 4y-—x 12 B) 4y-2x*1 zilen teğetin eğimi: 
O) ya3x*4 D) ysx*1 ” m -f(2) olur. 
E)y>5x-1 Buna göre, 


(0) -xX3-x-2isef()-3xX2-1dir 
m—f(p)-3.22-1-12-1—11dir 
Cevap A 





Yukarıdaki şekilde, f fonksiyonunun grafiği ile f 
fonksiyonuna apsisi 4 olan noktasından çizilen 
teğetin grafiği verilmiştir. 

ga) - e) 
olduğuna göre, g9'(4) kaçtır? 


A) 1 B) 2 o) 4 D)6 E)8 


r 
Denklemi 1(X) — sin(cos5x) olan eğrinin X — 0 


noktasındaki normalinin denklemi aşağıdakiler- 
den hangisidir? 







Yy 16) fonksiyonunun (-1, a) noktasındaki teğetinin Ox 
ekseniyle yaptığı pozitif yönlü açının ölçüsü 1509 oldu- 
ğuna göre, teğetin eğimi tan150' ye eşittir. 


Buna göre, 1(x) fonksiyonuna üzerindeki (-1, a) nokta- 
sından çizilen teğetin eğimi: 


v3 


Mieğet -İan150“ -—— — olur. 


Cevap B 








3. 


A(1, e) noktası grafiğin üzerinde olduğuna göre, f nin 
denklemini sağlar. Buna göre, 


c—-((1) —1:in1-1.0-0dır. ... (1) 





İ(X)zx-Inx ise beytine Zina dir. 


Buna göre, (1, 0) noktasındaki teğetin eğimi, 
mzf(1)21n141-041-1dir. ... (2) 


(1) ile (2) denffonksiyonuna (1, 0) noktasından çizilen 
teğetin denklemi, 


y-0z1-(X-1) isey-x-1 olur. 
Cevap E 








4. 


y - 2x 4 5 doğrusunun eğimi 2 dir. Paralel doğruların 
eğimleri eşit olacağından istenen teğetin eğimi de 2 ol- 
malıdır. 


İstenen noktanın apsisi a olsun. Buna göre, f (a) — 2 ko- 
şuluna uyan a değerlerini bulalım. 


İG) Xxİ—x-2 ise t(0)-3x2 —1 
t(a)-3a? —1 
2-3a5 —1 
3a? -3 
a?” -1dir. 
a? - 1 ise (4-1 veyaa--1)dir 
a1 iken i(a)--—2dir 
a--i iken (a) —-2 dir. 
Buna göre, teğetlerin değme noktası: 
(1.-2) ile (-1,—2) olur. 


Cevap D 



































5. 
İ(X)25—x2 ise f(x)--2X 

ise f(-2)--2(-2)-4 olur. ... (1) 
Buna göre, x - -2 noktasındaki normalin eğimi: 


m lk if 
m, — TTB) ii tür. (2) 


x--2 iken f(-2)-5—(-2)” -5—4-1dir. ... (3) 
Buna göre, (-2, 1) noktasındaki normalin denklemi: 
N 1 
Y- Yo Min -(X- xp ) ise y-1--7 -1x-(-2)) 
ise 4y-—x42 olur. 


Cevap A 





7 4 y 


Şekilde verilen y — f(x) eğrisinin x — 4 apsisli noktasın- 
daki teğeti h(x) - x—2 olduğuna göre, bu noktadaki 
teğetin eğimi 1 dir. Buna göre, 


tazidir. .. () 
Apsisi 4 olan noktada file h çakıştığına göre, 
(4) —h(4)4-2-2di. .. (2) 
Buna göre, 
g() - 1204 ise gp) -2-16):1'6) 
g (4) - 2-14)-1'(4) 
g(4)-2-2.1 
g(4) 4 tür 
Cevap GC 








fu 


u—cos5x olsun. 
u'-—5sin5x olur. 
f(x) <sin(cos5x) 
1(X)zsinu 


f(x)zu'-cosu 


f(X)--5sin5x-cos(cos5x) ... (#) 


olduğu için, normalin eğimi: 


sil) erler) 


... T T 
——5-sin—-cos| cos— 
— en co | 2) 


——5-1-c0sO 
-—5-1 





Ga)sensels a) 
sin cos) 


-sinO 
—0 


Buna göre, normalin denklemi: 





Cevap D 























16) —3x * xsinx 


fonksiyonunun apsisi x — 0 olan noktasındaki 
teğetinin eğimi kaçtır? 


A) 1 B2 C3 





Sağl £Sİ 
ta) saresn z ) 


eğrisine, eğrinin Ox eksenini kestiği noktadan 
çizilen normalin denklemi aşağıdakilerden han- 
gisidir? 





A)xsy-1 o B)x#2y-1 o O)x-2y--1 
D)2x1y-2 E)x-2y-1 | 

| 

İR>R, | 


İÇ) Xx 4 12x2—-27x48 


fonksiyonuna ait A(a, b) noktasında teğetin eğimi | | 
en küçük değerini almaktadır. 


Buna göre, a kaçtır? 


A)- B-4 C)-2 








2 
e *2axs-b 


fonksiyonunun grafiği x - 2 apsisli noktada x 
eksenine teğet olduğuna göre, a kaçtır? 


A)- B-4 OG-—> D- 








5. 
2 2-X 
ys e 
eğrisine A(1, 1) noktasından çizilen teğetin 
denklemi aşağıdakilerden hangisidir? 
A) ys—xı2 B) ys-—x4*5 
C) 4y-—x 45 D) 2y--3x45 
E)ys—4xX15 
6. 
1 
ye 
Xx 
Yy—Ax2 43 


eğrilerinin ortak teğetlerinin eğimi kaçtır? 


























1. 


3. 


A2 








Aşağıda y-2* eğrisinin A noktasındaki teğeti ve- 
rilmiştir. 








Teğetin eksenleri kestiği noktalar şekildeki gibi 
olduğuna göre, A noktasının ordinatı kaçtır? 


B4 C)J6  Din6 





yxX2-x-7 
eğrisine, eğri üzerindeki; X-1, X-2, X-3,..., 
x-20 apsisli noktalardan çizilen teğetlerin 
eğimleri toplamı kaçtır? 


(Verilen noktaların apsisleri 1 artarak devam et- 
mektedir. ) 


D) 300 E) 400 


e0o—. 
2 


A)50 B)100  C) 200 





16) x242x—1 parabolünün bir noktası Afa, b), 
gi) -—x2 4 6x — 5 parabolünün bir noktası Bfa, c) 
dir. 


y - f0) parabolüne A noktasından çizilen te- 
ğet, y > g(x) parabolüne B noktasından çizi- 
len teğete paralel olduğuna göre, a kaçtır? 

A)1 


B)2 Cc) 3 











4. 


Aşağıda, x ekseniyle arasında 60" lik açı olan 
y - gbj doğrusu, (0, —1) noktasından geçmekte- 
dir. 


yi) 








Yukarıdaki şekilde y — 1(x) fonksiyonunun grafiği- 
nin apsisi x - —İ olan noktadaki teğeti y — g(x) 
doğrusudur. 

he) — (g0)) 


olduğuna göre, h fonksiyonunun grafiğinin ap- 
sisi -1 olan noktadaki teğetinin eğimi kaçtır? 


1 y3 


M3 e) 











Yukarıdaki şekilde, apsisi x — 1 olan A noktasın- 
da y — 1(x) fonksiyonunun teğeti y - 3 —x doğru- 
sudur. 


> ) fonksiyonunun apsisi 
X 





Buna göre, h(X)- r 


xz1 olan noktasındaki teğetinin eğimi kaç- 
tır? 


AZ B) > o > DZ E) 


l 



















x2 
f)5— taxi 


parabolünün iki noktası A ve B dir. Bu iki nok- 
tadan parabole çizilen teğetler birbirine diktir. 


A ve B noktalarının; apsisleri çarpımı 3 oldu- 
ğuna göre, apsisleri toplamı kaçtır? 


A)—..B-3 (—2. Di 





16) <y fonksiyonunun grafiği; x- 1 doğrusuyla 
A noktasında, x-2 doğrusuyla B noktasında ke- 
sişmektedir. Bu fonksiyonun grafiğine A ve B den 
çizilen iki teğetin eğim açıları sırasıyla 1359 ve 45” 
dir. 


Buna göre, f(1)—f(2) kaçtır? 


A) -2 B) -1 





a bir reel sayı olmak üzere, 
xy -a244 


eğrisinin x-2 doğrusu ile kesiştiği iki noktadan 
bu eğriye çizilen teğetler birbirine diktir. 


Buna göre, a nın pozitif değeri kaçtır? 


A) 1 B)2 








Aşağıdaki şekilde y — x2 4 1 parabolünün üzerin: 
deki Az.) noktasından çizilen teğetin üze- 


rinde değme noktasından itibaren |AB| - 1 bi- 
rim olacak şekilde bir B noktası alınmıştır. 








Buna göre, A noktasının apsisi B noktasının ap- 
sisinden kaç fazladır? 


A 1 B) 2 g VE 
5 5 5 
D) 2 
10 
! 
! 
İ 
i 10. 
yxX-2x241 


eğrisine apsisi 2 olan noktada çizilen teğetin 
denklemi aşağıdakilerden hangisidir? 


 A)yzx-1 B)y-2x-3 


D)y-3-Xx 


0)y--2x45 
E)y-4x-7 





İl. m birreel sayı olmak üzere, y-4x-m doğrusu 
İf) —y fonksiyonuna A(i, m) noktasında teğet- 
tir. 

Buna göre, f(1) 4 1(1) kaçtır? 


A) -1 B) 1 C)3 











| 
i 
! 
| 
! 
İ 
li 
l 
li 
li 
| 
li 
| 





















































Türev Alma konusunun başında, 



















“Türev kavramı”nı ortaya koyarken, “anlık hız” ile türev arasındaki ilişkiyi; 


Fonksiyonun belirttiği eğriye üzerindeki bir noktadan çizilen “teğetin eğimi”nin o nok- 
tadaki türev ile ilişkisini vermiştik. 


Bunları yaparken, amacımız türevi tanımlamaktı. 
Şimdi, türevin anlamını ortaya koymaya çalışacağız. 
Bu bölümde: 


Birinci türevin işaretinin pozitif olmasının ya da negatif olmasının ne anlama 
geldiğini 


Birinci türevin sıfır olmasının ne anlama geldiğini 





İkinci türevin işaretinin pozitif olmasının ya da negatif olmasının ne anlama gel- 


diğini i 
İkinci türevin sıfır olmasının ne anlama geldiğini 
işleyeceğiz. 


Kısaca ifade etmek gerekirse, birinci ve ikinci türevin anlamını ortaya ko- 
yacağız. 


A. TÜREVİN FİZİKSEL ANLAMI 

Bir hareketlinin t saatte kaç km yol aldığı, 
si) 

fonksiyonu ile verilsin. 

Hareketlinin t anındaki hizi: 
v()—s'(0) 

ve tanındaki ivmesi 

a(t)—-v(t)—-s'() 


olur. Diğer bir ifadeyle, yol fonksiyonunun birinci türevi anlık hızı; ikinci tü- 
revi ivmeyi verir. 















































Ümek e İ 


Hareket denklemi 
s(İ)<tZ 451420 


olan bir hareketlinin t - 5 saniye sonundaki hızını ve 
ivmesini bulalım. 


Çözüm 
Yol (hareket) fonksiyonunun birinci türevi anlık hizi; ikin- 
ci türevi ivmeyi verir. 

s(İ) <12 451420 

vV(İ)zs'(t)-2t45 

V(5)-2.-545 

215... (4) 

a(t)-s'(t)-2 

a(5)-2.. (AX) 
olur. Yani, t — 5 saniye sonundaki hız 15 ve ivme 2 dir. 


İvme fonksiyonu (ikinci türevin) sabit oluşundan, hare- 
ketin sabit ivmeli olduğu sonucunu çıkarabiliriz. 


İlme .2 


Hareket denklemi 
s(t)tİ 421460 


olan bir hareketlinin t — 3 saniye sonundaki hızını ve 
ivmesini bulalım. 


Çözüm 
Yol (hareket) forıksiyonunun birinci türevi anlık hızi; ikin- 
ci türevi ivmeyi verir. z 
s(t)ztİ 421460 
vV(İ)2S'(t) 3 42 
v(3)-3-32 42 
-29.. (4) 
a(t)-s'(1)-6t 
a(3)-6-3 
-18.. (A4) 


olur. Yani, t — 3 saniye sonundaki hız 29 ve ivme 18 dir. 








Ürüek ie 


t saniyede aldığı yol metre olarak, 


s(ti)>tİ 45t 


olan bir hareketlinin 3. saniye sonundaki hızını ve iv- 
mesini bulalım. 


Çözüm | 
Yol fonksiyonunun birinci türevi anlık hızı; ikinci türevi iv- 
meyi verir. 
s(t)-tİ 45t .. (#) 
Hareketlinin 3. saniye sonundaki hızı, 
V(İ)—S'(t) 312 45 ise v(3)-3-39 45 
-32 m/saniyedir. 
Hareketlinin 3. saniye sonundaki ivmesi, 
a(t)-s'(t)-6t ise a(3)-6-3 


-18 m/saniye? dir. 


ek .4 


Hava ile şişirilen küre şeklindeki bir balonun r yarı- 
çapının artış hızı, r < 10 cm olduğunda 0,1 cm /sndir. 


Bu anda balonun hacminin değişme (artış) hızı kaç 
cm3 / sn dir? 


A) 4x B) 5x C) 10x D) 20x E) 40x 


Çözüm 


— 10içi ME . (#) olduğu veriliyor, Me 
peldlgin” e eb m 


teniyor. 


> 5 dv 2 
Kürenin hacmi, V > zar? olduğuna göre, ör —Anr 


olur. 
r 10 için S - 4007 .. (AX) olur. 
T 


M.V 
de dr dt 


M.V 
dd dr dt 
—4007-0,1 


—-40x cm? /sn 


olur. 
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Yüzmeyi yeni öğrenmeye başlayan belirli bir kişinin t 
saatlik uygulamalı yüzme dersi aldıktan sonra 1 daki- 
kada yüzebileceği y mesafesi, 

yft) — 16 — 16e-0.04t 
fonksiyonu ile veriliyor. 


Bu kişinin 10 saatlik pratik yüzme dersinden sonra 
1 dakikâda yüzebileceği mesafedeki artış hızını bu- 
lalım. 


Çözüm 

yl) > 16— 16e-904 ise 

y'(d — 0— (0,041). 16e-0.04t 
y'(0 — 0,04. 16e-0.04t 

y'() — 0,64e-0.04 ise 


bu kişinin 10 saatlik pratik yüzme dersinden sonra 1 da- 
kikada yüzebileceği mesafedeki artış hızı 


y'(10) m / ders saattir. 


enin yaklaşık değerini 2,718 olarak alıp, hesap makine- 
sini kullanarak 1 dakikada yüzebileceği mesafedeki ar- 


tış hızını y'(10) — 0,429 m / ders saati olarak bulabili- 
TİZ. 


B. ARTAN ve AZALAN FONKSİYONLAR 
Fonksiyonlar 2 konusunda “Artan, azalan fonksiyonlar 
ve grafikleri” üzerinde durduk. Burada artan ve azalanla 
türev arasındaki ilişkiyi anlatacağız. 

1. Arian Fenksiyon 

BcGAcCR,f:A—>R birfonksiyon olsun. 

Her x,, Xge B için, 


X, < X, olduğunda f(x,) < f(x.) ise f(x) fonksiyonu B 
üzerinde artandır. 


Uygulama 


Ny HR'ORİ, (xi 


fonksiyonunu göz önüne alalım: 
eN / 1 <2dir. Acaba, f(1) < f(2) midir? 
(1) — 1 vet) —Atür 







Dj mm Buna göre, f(1) < #2) dir. 


Bu durum, fonksiyonun tanım kümesindeki bütün de- 








erler için geçerli midir? Yani, x artan değerler alırken 
16) de artan değerler alır mı? 


1J)2 
1)4 
Grafikte ve yukarıdaki tabloda görüldüğü gibi, tanım kü- 


mesindeki bütün x ler için, xler artan değerler alırken y 
ler de artan değerler alır. 





Xx 
(0) 


3 
9 


Xx 


x2 


























Buna göre, tanım gereği 1(x) artan fonksiyondur. 


f() fonksiyonunun türevinin, tanım kümesindeki bütün 
xler için pozitif değerler aldığına dikkat ediniz. 

















HR—Rİ, (0) > x2 


fonksiyonu daima artandır; birinci türevi de daima po- 
zitiftir. 


Birinci türevin pozitif olduğu aralıkta, fonksiyon daima 
artandır. 


Fonksiyon, belirli bir aralıkta türevlenebilir ve artan 
ise, bu aralıkta türevi pozitiftir; ya da türevi pozitif ise 
artandır. 








Buna göre, aşağıdaki tanımı verebiliriz. 


f fonksiyonu (a, b) aralığında türevlenebilir olmak 
üzere, her x e (a,b) için f(x) > O ise f fonksiyonu 
(a, b) aralığında artandır. 








Uygulama 


(6) > 10x—9 fonksiyonu daima artandır. 


Bu fonksiyonun 1. türevi (f 6) — 10) daima pozitifdir. 


Şekilde grafiği verilen 
fonksiyon artandır. 


Birinci türevi daima po- 
zitiftir. 



























































Şekilde grafiği verilen 
fonksiyon pozitif tanım- 
li ve artandır. 


Birinci türevi daima po- 
zitiftir. 








Şekilde grafiği verilen 
fonksiyon negatif tanım- 
lı ve artandır. 





Birinci türevi daima po- 
zitiftir. 








Şekilde (a, b) aralığında grafikleri verilen fonksiyonlara 
(a, b) aralığında çizilebilecek tüm teğetlerin eğimleri 
pozitif olduğundan, fonksiyonun birinci türevi daima 
pozitiftir. 

Ayrıca (a, b) aralığında verilen grafiklerin artan olduğu 
da görülmektedir. 


2. Azalan Fonksiyon 
BcAGR,İ:A—>R bir fonksiyon olsun. 


Herx,,X,e B için, X, <X, olduğunda 1(x,) > İ(,) ise 
16) fonksiyonu B üzerinde azalandır. 


HRORİ, (0)—x2 
fonksiyonunu göz önüne alalım: 


—2 <-1 dir Acaba, f(-2) <1(-1) midir? 
A (C2) > 4ve1(-1) > 1dir. 
Buna göre, 1(-2) > (41) dir. 





-—-1f0 Bu durum, fonksiyonun tanım küme- 
sindeki bütün değerler için geçerli midir? Yani, x artan 
değerler alırken f(x) de azalan değerler alır mı? 


ERİ 


Grafikte ve yukarıdaki tabloda görüldüğü gibi, tanım kü- 
mesindeki bütün x ler için, x ler azalan değerler alırken 
yler de artan değerler alır. Buna göre, tanım gereği f(x) 
azalan fonksiyondur. 











f6) fonksiyonunun türevinin, tanım kümesindeki bütün 
xler için negatif değerler aldığına dikkat ediniz. 


HRRİ,(0) > 
fonksiyonu daima azalandır; birinci türevi de daima 
negatiftir. 


Birinci türevin negatif olduğu aralıkta, fonksiyon 
daima azalandır. 


Fonksiyon, belirli bir aralıkta türevlenebilir ve azalan 
ise, bu aralıkta türevi negatiftir; ya da türevi negatif ise 
azalandır. 


Buna göre, aşağıdaki tanımı verebiliriz. 





f fonksiyonu (a, b) aralığında türevlenebilir olmak 
üzere, her x e (a,b) için f(x) < O ise f fonksiyonu 
|e b) aralığında azalandır. 


i 





Uygulama 


f6) -—10x— 9 fonksiyonu daima azalandır. 


Bu fonksiyonun 1. türevi (fp) - 10) daima negatifdir. 














Şekilde grafiği verilen fonk- 
siyon azalandır. 


Birinci türevi daima negâ- 
tiftir. 











Şekilde grafiği verilen fonk- 
siyon pozitif tanımlı ve aza- 
landır. 


Birinci türevi daima nega- 
tiftir. 





Şekilde grafiği verilen fonk- 
siyon negatif tanımlı ve 
azalandır. 


Birinci türevi daima nega- 
tiftir. 





Şekilde (a, b) aralığında grafikleri verilen fonksiyonlara 
(a, b) aralığında çizilebilecek tüm teğetlerin eğimleri 
negatif olduğundan, fonksiyonun birinci türevi daima 
negatiftir. 


Ayrıca (a, b) aralığında verilen grafiklerin azalan olduğu 
da görülmektedir. 












İ()-—x3 2x ise f(x)--3x2 -2 dir. 


Herxe Riçint() --3x2—2<0 olduğundan, f daima 
azalandır. 


Uygulama 








Yukarıdaki şekilde dördüncü dereceden f fonksiyonu- 
nun grafiği veriliyor. 


(&<-1 veya 1<x<4) iken fonksiyon artandır. 


Gi<x<i1 veya x>4) iken fonksiyon azalandır. 


3. Sabit Fenksiyon 
BCACR,f:A—>R birfonksiyon olsun. 


Her x,, Xe B için, f(x.) — 164) ise f(x) fonksiyonu B 
üzerinde sabittir. 





Uygulama 
ya Şekilde grafiği verilen fonk- 
(4) — ipe) a pozitif tanımlı ve sa- 


Birinci türevi daima sıfırdır. 





Uygulama 
ay Şekilde grafiği verilen fonk- 
siyon negatif tanımlı ve sa- 
ii bitir. 






; i Birinci türevi dai 
e) Si) ci türevi daima sıfırdır. 















































£R—>R, (0)-5 


sabit fonksiyonu için fp) > Odir. Buna göre, ffonksi- 
yonunun artan veya azalan olması söz konusu değildir. 


Ky . 6 


10) > x2—-6x 
fonksiyonunun artan ve azalan olduğu aralıkları be- 
lirleyelim. 








Gözüm 
fo) -2x-6dir. 
Xx e 3 nee) 
"e - | Hi 
ww) | e 





Azalan Artan 


2x-6nın (türevin) işaret tablosunda da görülmekte ol- 
duğu gibi f(x), yani türev: 

—-o <x < 3 aralığında negatif, 

3 <x < w aralığında pozitiftir. 

Buna bağlı olarak, f(x) fonksiyonu: 

—w <x< 3 aralığında azalan 

3 <x<m aralığında artandır. 

Şimdi y — f(x) ve y f(x) in grafiklerini çizerek yukarı- 
da ifade edilenlerin doğruluğunu görelim. 








e Ri 


3 
2X AE e 
3 2 


2 





fonksiyonunun grafiğinin artan ve azalan olduğu 
aralıkları bulalım. 


Çözüm 


2x3 xi : : 2 
İ(x)x———-—— 45 İse f(x) 2X5 —Xx 
Gr 3 (x) 
olduğuna göre, f türevinin işaret tablosunu yapalım. 


f'6) — 2x2 -x fonksiyonunun işaret tablosunu oluştur- 
mak için, 2x2 —x ifadesini sıfıra eşitleyerek kökleri bu- 
lalım. 


| 2x2 -x-0 ise (x>0 veya x-7) dir. 
2x2 nin kat sayısının işareti -- olduğundan tabloda en 
sağdan * işareti ile başlayacağız. 


1 
2 4 


i, 
3 


> 0 
eN * 





İ  ffonksiyonu (a, b) aralığında türevlenebilir olmak üze- 
re, her xe (a, b) için f'() < Oiseffonksiyonu (a, b) ara- 
lığında azalan olduğu için 


2 
f azalandır. 


ffonksiyonu (a, b) aralığında türevlenebilir olmak üze- 
re, her xe (a, b) için tf (x) > Oiseffonksiyonu (a, b) ara- 
lığında artandır. 


41 
(e 2) aralığında f(x) < O dır. Bu durumda bu aralıkta 


1 
(5, OMEZ e) aralığında f'(x) > O dır. Bu durumda 


bu aralıkta f artandır. 
İ 
İ 
| 


| Clk 8 


İ 








Şekilde grafiği verilen y — t(x) fonksiyonu için aşa- 
ğıdakilerden hangisi yanlıştır? 


A) x<- iken 16) azalandır. 

B)—2<x<0 iken f() artandır. 

| CG)3<x<4 iken İ(x) sabittir 

| D) 4<x<5 iken f() artandır. 
) 


E) 6 <x iken f(x) azalandır. 
























Çözüm 

Şekilde grafiği verilen y — 16) fonksiyonu; 
x <—2veyax > 4 iken azalandır. 
—2<x<2iken artandır. 

2<Xx< 4 iken sabittir. 


Bu durumda D seçeneğinde verilen “4 < x < 5 iken 
(X) artandır.” ifadesi yanlıştır. 


Cevap D 


lid .9 








Şekilde grafiği verilen y — f(x) fonksiyonu için aşa- 
ğıdakilerden hangisi yanlıştır? 


A) 1()>0 B)1(0)>0 o) (Ze 
2 
D) f(3)-0 e 
) E)f EN 0) 
Çözüm 
İ(X), —5 <x<—3 aralığında artandır. 
Bunun için, f(-4)>0 dır. 
İ(),—2<x<1 aralığında artandır. 
Bunun için, $(0)>0 dır. 
İ(x), 1<x<2 aralığında azalandır. 
Bunun için, r(z)<o dır. 
İ(X), 2<x<4 aralığında sabittir. 
Bunun için, f(3)-0 dır. 
İ(), 4<x<5 aralığında artandır. 
Bunun için, (z)>o dır. 
Buna göre, seçeneklerde verilen 
(3 
11 
Ge 
ifadesi yanlıştır. 
Cevap C 








ire .. 10 


R>R 
İ() 2x3 3x2 —36x 


olduğuna göre y — f(x) fonksiyonu için aşağıdaki- 
lerden hangisi yanlıştır? 


pa 


) İ().—1 <x < Z aralığında azalandır. 


w 


) xs-2def(x in türevi sıfırdır. 


© 


) İ(),—15 < x < -5 aralığında artandır. 


U 


) İ),—c <x < -2 aralığında azalandır. 


E) 5<x< 15 aralığındaf' pozitiftir. 


Çözüm 
İ() 2x3 -3x2 -36x 


İ(X)-6x2 -6x-36 
1(X)26(x42)(x-3) ... (4) 








İk wi 


-- Rt da tanımlı f(x), daima artan bir fonksiyondur. 


Buna göre, aşağıdaki yargılardan hangileri doğru- 
dur? 


1. $(x2) daima artandır. 


4 
li. TO) daima azalandır. 


N.  (fof) (0) artandır. 


A) Yalnız lll B) 
C) Yainızil D) 


i ve İl 


live Hi 


E) Lilvelli 




































































Çözüm 

R* da tanımlı olduğu için, fp) > Odır. 
Daima artan olduğu için, tf () > Odır. 
Rt da tanımlı olduğu için, (62) > O dır. 
Daima artan olduğu için, tf (x2) > O dır. 
Zİ 2x (2). (A) 

() ifadesinin işareti x in işareti ile aynıdır. 
Örneğin, x < O için f(x2) azalandır. 


1) -t6) 
5) 5 0 dır. 
İl TE ” 


” 1 
Buna göre, TO) azalandır. 


(fot) Sti 
-1O)TIOİ 
—tO)tIf0)1>0 dir. 
Buna göre, (fo1) (X) artandır. 
Bu durumda verilenlerden ll ve lll doğrudur. 
Cevap D 


C. EKSTREMUM DEĞERLER ve 
BUNLARIN TÜREVLE İLİŞKİSİ 


1. Eksiremum Noktelar 


a. Yerel Maksimum - Mutlak Maksimum 


AcEB,f:A—>R birfonksi- 
yonvea,be A olsun. 


“Herxe (a, b) için, 


f(x) <fp) 








olacak şekilde bir p e (a, b) varsa, f(p) ye yerel maksimum 
denir. 


Her xe A için, 
to) <p) 


olacak şekilde bir p e A varsa, f(p) ye mutlak maksimum 
değer denir. 





b. Yerel Minimum - Mutlak Minimum 


AcR,İi:A—>R birfonksi- 


iy yztb) 
| yonvea,be A olsun. 


Her x e (a, b) için, 


10) <f0) 


yo” 








olacak şekilde bir re (a, b) 
varsa, f(r) ye yerel minimum değer denir. 


Herxe Aiçin, 
10) <t6) 


olacak şekilde bir re A varsa, ffr) ye mutlak minimum 
değer denir. 





pe iz 


a ; 
e 





mezi 
Fonksiyonunun yerel maksimum ve yerel minimum 


noktalarının hepsine birden, fonksiyonun yerel eks- 
tremum noktaları denir. 





Fonksiyon ekstiremum noktalarda türevli ise, tonksi- 
yonun birinci türevi sıfırdır. Bu ifadenin karşıtı her za- 
man doğru değildir. Yani birinci türevin sıfır olduğu 
nokta ekstremum nokta olmayabilir. 








Uygulama 











Yukarıdaki şekilde (x) fonksiyonunun (-35, 5) aralığında- 
ki görüntüsü verilmiştir. : 


(5, -2) aralığında, f(x) in alabileceği en büyük değer 2 


dir. Bu değere yerel maksimum değer diyeceğiz. 


(3, 0) aralığında, f(x) in alabileceği en küçük değer 0 


dır. Bu değere yerel minimum değer diyeceğiz. 


16) in alabileceği en büyük değer 5 tir. Bu değere mut 


lak maksimum değer diyeceğiz. 


16) in alabileceği en küçük değer -4 tür. Bu değere mut 


lak minimum değer diyeceğiz. 














Yukarıdaki şekilde f(x) fonksiyonunun (0, 11) aralığında- 
ki görüntüsü verilmiştir. 

(0, 3) aralığında, f(x) in bir yerel ekstremum değeri yok- 
tur. 

(4, 6) aralığında, f(x) in in alabileceği en küçük değer -2 
dır. Bu aralıktaki yerel minimum değer —2 dir. 

(10, 111 aralığında, f() in in alabileceği en küçük değer 
4 tür. Yani, bu aralıktaki yerel minimum değer 4 tür. 

16) in alabileceği en büyük değer belirlenemeyeceği 
için mutlak maksimum değer yoktur. 


(9) in alabileceği en küçük değer belirlenemeyeceği 
için mutlak minimum değer yoktur. 








İ(X) — x2 - 6x 


— fonksiyonunun ve 


0) —2x-6 


türevinin grafiği yukarıda verilmiştir. 


inin yerel minimum noktası (8, —9) dur. Bu nokta aynı za- 
Manda f nin mutlak minimum noktasıdır. Yerel minimum 
noktasında f nin birinci türevi sıfırdır. Yani, 1(8) zOdır. 





i Uygulama 











a 3 ME RE 3 
Yukandaki şekilde f(x) fonksiyonunun (-, 3) aralığında- 
ki görüntüsü verilmiştir. 


e in,xin —4,-3,—2, 1,3 için ekstremum değeri var- 
ir. 


(2, 0) noktasında f nin türevi yoktur. Ancak bu nokta 
ekstremum noktasıdır. 





Yukarıdaki şekilde y > 16) fonksiyonunun (-3, 5) aralı- 
ğındaki grafiği verilmiştir. t fonksiyonunun, x in; —3, —2, 
1, 4 ve 5 değerleri için ekstremum değeri vardır. 


f nin (<3, 5) aralığında mutlak maksimum değeri 2, mut- 
| lak minimum değeri -—i dir. 


İl 
| 2. Birinci Türevden Yararlanarak 
Eksiremum Noktaların Belirlenmesi 


. Yerel maksimum değer 


h >0 olmaküzere, 








1. fg-h)>0 
| 2. Tx) <0 
x 3.f(, th) <0 
ise 





yzto) 


y - 16) fonksiyonu x — x, da yerel maksimuma sahiptir. 





i (o Yerel maksimum değer, f(xg) dır. 
























































v 


Yerel minimum değer 
h >0 olmak üzere, 


y 16) 1.f6,—-h) <0 





2.1(X) <0 


3.f(X, *h)>0 


Xx 





Xa ise 


y — f6ğ fonksiyonu x — x, da yerel minimuma sahiptir. 


Yerel minimum değer, İ(X,) dır. 











Yukarıda verilen tarım türevlenebilir fonksiyonlar için 


doğrudur. Ancak y — f(x) fonksiyonu X - X, da tü- 
revsiz olduğu halde x — x, da yerel maksimuma ya 
da yerel minimuma sahip olabilir. 





Uygulama 
10) > x2—6x 


fonksiyonunun türev (f 6) > 2x— 6) tablosunda türevin 
sıfıra eşit olduğu x - 3 değerinin, hemen solunda türev 
negatif; hemen sağında türev pozitiftir. 


Bu durumda x — 3 te yerel minimum oluşur. 











X — 3 tw 
“po z 0 N 
|) X—, 
Azalan Ne? Artan 





Birinci türevin sıfır olduğu noktada, türevin işareti de- 
ğişiyorsa fonksiyon yerel maksimuma ya da yerel mi- 
nimuma sahiptir. 


Türevin işaret tablosu yapıldığında, soldan sağa doğ- 
ru işaret; — den * ya geçiyorsa, o noktada yerel mi- 
nimum; dan — ye geçiyorsa, o noktada yerel mak- 
o vardır. 



































Ümek .. 12 


(0) 1 27X 


fonksiyonunun yerel maksimum ve yerel minimum 
noktasını bulalım. 


Gözüm 








—-3 -10| 1 4 6 


10) > > 4 27x 
Türevinin grafiği yukarıda verilen tf fonksi 

e / ratigi y nksiyonu, 
TO) >—3X2 427 hangi x değeri için yerel maksimum değerini alır? 


Fonksiyonun değişim (türev) tablosunu yapalım. 














Me. GERİ O) 1 D4 o B6 

X İ- —3 3 © 

! 7 1 .. .. 

Li) m - 5 Çözüm 

MW İ Sağelan | li azalar * Değişim tablosu yapılarak istenen bulunur. 

/S 
Yerel Yerel ği e -3 ğ £ 
minimum maksimum To) n 7 
Tablodan da görüleceği gibi 16) fonksiy 3 b - f - 
ablodan da görüleceği gibi y — f(x) fonksiyonu x — e 
için yerel maksimum değerini almaktadır. e Azalan Artan lp 
(8) -—33 427.3 - 54 olduğuna göre, Yerel Yerel 
minimum maksimum 


yerel maksimum noktası (3, 54) tür. 

fnin türevin işaret tablosunda, x < 6 da soldan sağa 
doğru işaret; 4 dan — ye geçiyor. Bu durumda (6, 1(6)) 
noktasında yerel maksimum vardır. 


(<3) > — (<3)3 $* 27 (-3) - -54 olduğuna göre, 
yerel minumum noktası (-3, -54) tür. 


Cevap E 


iy ye 15 


cz >» 


iy SİX 
142sinx 


kap .. 13 


W-(x-2)3 


fonksiyonunun ekstremum noktalarını araştıralım. 


Gözü R fonksiyonunun ekstremum noktalarını bulalım. 


©) - «-2)3 ise f(x) -3X-2)7 dir N 
Çözüm 








x e 2 wo : 

1 O Sinx 

rel - > w 142sinx 

! 
e Me © fay 0sx-(i2sinx)- 2cosx.sinx 
yi 26 (142sinx)2 

Yukarıdaki türev tablosundarı anlaşılacağı gibi 1(X) da- © GOSX 
ima artandır. : Üar2sinx (A) 


Bu durumda, yerel ekstremum noktası oluşmaz. Diğer 


Win ii Min ağdan ik 
bir ifadeyle f nin yerel ekstremum noktası yoktur. () in paydası pozitif olacağı için, değişim (türev) tab- 


Osunu cosx in işareti belirler. 























iz ki 27 
X 6 2 3 
, T : 
we Ş - | 
zir Artan Azalan dk 
Yerel 
maksimum 


Tablodan da görüleceği gibi y — f(x) fonksiyonu X -> 


için yerel maksimum değerini almaktadır. 
Maksimum değer: 


Sex b 
— sin— 
(3) 2... 
2 


142sinX 
2 


w| 


olur. Başka maksimum olmadığı için, bu değer aynı 
zamanda mutlak maksimumdur. i 





e 
ar? 
6 — (e) 
142sin£ 12.1 4 

2 
e di 
(Z)- 2 
3 





z 1 
olduğuna gö a 2) 
ğ a göre, (2 ri «| 


mum noktalarıdır. 


n İ Da 
4 mutlak minimum noktasıdır. 


Tak .. 16 


f:(0, 2rJ—>R 


İ(X)—xsinx-# cosx 


fonksiyonunun mutlak minimum noktası aşağıdaki- 
lerden hangisidir? 







































Çözüm 
İ(X)—xsinx*cosx 
f(00>(1-sinx3 xcosx) H(-sinx) 
—XcOsx ... (A) 
Fonksiyonun değişim (türev) tablosunu yapalım. 


(0, 2x) aralığında xcosx in işareti cosx in işaretiyle ay- 
nıdır. Buna göre, toğin tablosunu oluşturalım. 











— 0 > z 2n 
re) | ) — i CN 
ee 
/N Ne? 
Yerel Yerel 


maksimum (minimum 


Tablodan da görüleceği gibi 16) fonksiyonu x- 


için yerel minimum değerini almaktadır. 


EE sn cos 


olur. 


Fonksiyon bir aralıkta tanımlanmıştır. Aralığın uç nokta- 
larında yerel ekstremumlar oluşabilir. 


Xx -0 için, f(0)0-sinO--cos0 -1 olur. 
xz2n için, (2r)-2n-sin2n4cos2n-1 olur. 


Buna göre. (0, 1) ve (2, 1) noktaları da ekstremum nok- 
tadır. 


il 1 olduğu içi (E -2) mutlak minimum 
e olduğu için, 9- 2 


noktasıdır. 


Cevap A 


3. İkinei Türevden Yararlanarak 
Eksiremum Noktaların Belirlenmesi 


t6) in ekstrermum noktaları (yerel maksimum veya ye- 
rel minimum noktasını) bulunurken f'6ğ in işaret tablo- 
sunu yapmanın zor olduğu durumlarda uygulamadan 
sonra vereceğimiz İki kural kolaylık sağlar. 








Uygulama 
R—>R 
100) — 2x5 —3xİ —36Xx 


fonksiyonunun birinci türevinin işaret (değişim) tablosu- 


nu inceleyelim: 


f(X)-6x2 -6x—-36 








X | ep —2 3 rw 
te) | * ç - 0 * 
e a 
Artan Azalan Artan 


-2 ve 3 birinci türevin kökleridir. (Yani,x-—2veX—3 
için, f 04 sıfıra eşit olmaktadır.) 


x--Zdevex-3tef(x) (birinci türev) işaret değiştir- 
diği için, bu noktalarda ekstremum değerler görülür. 


x - -2 detürev 4 dan — ye geçtiği için yerel maksimum, 


x - 3tetürev—den - ya geçtiği için yerel minimum var- 
dır. 


Şimdi bu iki noktada f”(x) in (ikinci türevin) hangi değer- 
leri alacağına bakalım: 

f(X)-12x-6 

1"(<2)-12-(-2)-6--30<0 
f"(3)-12-3—-6-30>0 


t() — 2x3 —3x2 —36X 


fonksiyonunun yerel maksimum değerinin görüldüğü 
noktada, birinci türevin sıfır ve ikinci türevin negatif; ye- 
rel minimum değerinin görüldüğü noktada, birinci türe- 
vin sıfır ve ikinci türevin pozitif olduğu görülür. 


Bu durumu aşağıdaki iki kuralla genelleştirebiliriz. 














f(x) ve f"pd var ve f(x) > O olsun. 


(6) <0 


ise 16) fonksiyonu apsisi X, olan noktada yerel mak- 
simuma sahiptir. Yerel maksimum değeri, t(X,) dır 












AcR,t:ASR fonksiyonu verilsin. | 



































AcR,f:A—>R fonksiyonu verilsin. 
f(x) ve f'(4) var ve f'(x,) — O olsun. 
te) > 0 


ise f(x) fonksiyonu apsisi X, olan noktada yerel mini- 
muma sahiptir. Yerel minimum değeri, t(Xpo) dır. 








Ürek 17 


ERSR 
00) 2x3 — 6x2 — 48x 


fonksiyonunun yerel ekstremumlarını türev tablosu 
yapmadan bulalım. 


.. e» 


Çözüm 


f(00)26Xx7 —12x—48 
1(X)20ise, 
6(xX-2)(x—4)-0 ise x—-—-2 veya x—-4 tür. 
1(X)-12x—12 
1(—2)-12.(-2)—12-—-36<0 
1(4)-12.4—-12-36>0 
li -2 de birinci türev sıfır ve ikinci türev negatif oldu- 
du için, f(-2) yerel maksimum değerdir. 


X- 4 te birinci türev sıfır ve ikinci türev pozitif olduğu 
için, (4) yerel minimum değerdir. 


İ Önek .. 18 


1:0, 20) >R 


1 
(0) sinx— cosx 


fonksiyonunun yerel maksimum değerini bulalım. 








İ 
i 


| 


Çözüm 
O<x<2r 


olmak üzere, 


1 > 
10) 5 SİNX — COSX 


İ(X)-04c0sxs#sinx 
f(X)-0 ise, 
COSX *-sinx - O ise, ww veya e tür, 
4 4 
İ'(X)—sİnx-#cosx 
37 37 


KE). SİN 4 cos ŞB <9 
â 4 4 


“ 77 O İR 7x 
f (72 )- sin? COS— — 
a zi zi 2>0 


37 İN Lİ 
a de birinci türev sıfır ve ikinci türev negatif oldu- 


e e 3 
ğu için, (Ez) yerel maksimum değerdir. 


Uygulama 
2X 
0) — xl 
©) g yxinx 
ı 2 ı 
e a 
fo) Zatinxa lx 
3 X 


, 5 
tO002—41 
©) girin 


1(X)-0 ise, 
5 | -5 
g Finks0 isexz-e 3 tür. 


to)” 
X 
, 3) 5 
le 3 /-e3>0dr 
5 


X-e 3 debirinci türev sıfır ve ikinci türev pozitif oldu- 
(es) 
ğu için, le 3 / yerel minimum değerdir. Buna göre, 


28 28 
t6) in yerel minumum noktası, | 3, e 3 ) tür. 






























































Son verdiğimiz iki kuralın karşıtı her zaman doğru de- 
ğildir. Yani, 

f'(xg) İle f"(x) tanımlı olmak üzere, 

f(x) >0 ve f'(x,) > 0 ise f(x) fonksiyonu apsisi x 
olan noktada yerel minimuma sahiptir. Ancak 





f6), apsisi x, olan noktada yerel minimuma sahip ise 
f"(x,) > O olmayabilir. Örneğin, 


16) — &- Yi fonksiyonunun, x > 1 de yerel minimu- 
mu vardır. Ama 1"(1) pozitif değildir. 





D. İKİNCİ TÜREVİN GEOMETRİK 
ANLAMI 

1. Kenveks (Dışbükey) Eğriler 

f, Ta, b) aralığından R ye tanımlı türevlenebilir bir fonk- 

siyon olsun. 

fnin grafiği olan eğrinin bükülme yönü (eğrilik yönü) yu- 

karı doğru ise, eğri konveks (dışbükey) dir. 








7 
| Ta, bl aralığında f"(x) > O ise,fnin grafiği olan eğ- 
İ ri konveks (dışbükey) dir. Diğer bir ifadeyle, bükülme 
yönü yukarı doğrudur. Eğri, teğetlerinin yukarısında- 
j dir. 


| Aşağıdaki grafiklerde verilen eğrilerin üçü de kon- 
| vekstir. 


AY Ay M 





xV 
' 
xV 














Uygulama 
f6) — 5x2 parabolü daima konveks (dışbükey) dir. 
f0) — 5x2 ise f(x) - 10 


“ ise herxe Riçinf'()>Odı. 































2. Konkav (İçbükey) Eğriler 1 

X ee pi z 
f, Ja, bj aralığından R ye tanımlı türevlenebilir bir fonk- p I — 
siyon olsun. 9) > li 
fnin grafiği olan eğrinin bükülme yönü (eğrilik yönü) ii KN 7 


aşağı doğru ise, eğri konkav (içbükey) dir. 
1 : “ 
a ise f (x)<0 


1 . “ 
2 ise f (xX)>0 











Ja, b) aralığında ft") <0 ise,fnin grafiği olan eğ- 
ri konkav (içbükey) dir. Diğer bir ifadeyle, bükülme 
yönü aşağı doğrudur. Eğri, teğetlerinin altındadır. 


Aşağıdaki grafiklerde verilen eğrilerin üçü de konkav- 
dır. 


y AY y 


Ül enek .. 20 


AY 








-1 oj 1 


Türevinin grafiği yukarıda verilen f fonksiyonu, 
aşağıdaki aralıkların hangisinde daima konkavdır 





Uygulama (içbükeydir)? 
1) <2 parabolü daima konkavdır. A (3,3) B) (4,1) diki 
fe) > Gü LO — a | D) (-, -3) E) (-3,6)-41) 
ise herxe Riçinf()<Odır. 
Çözüm 


Verilen grafiğin, fonksiyonun birinci türevine ait olduğu- 
na dikkat edilmelidir. 


li yararlanarak, ikinci türev tablosunu olustura- 
ım. i 


Bal s. 19 ; 


#R—>R 


negatiftir. Verilen grafik (f' nün grafiği) (-İ, 1) ile (4, «) 
li azalan olduğundan bu aralıklarda f" negatif- 
TI. 


9x3 3x2. 
10) > 2x1 —3x“ —36Xx g —i 1 4 w 








X E İ 
. > n il 
fonksiyonunun ikinci türevinin işaret (değişim) tab f 0) * hi — EE 0 E 
osunu oluşturup, eğrilik yönünü belirleyelim. 
> | TN XL ii SS 


li göre, (-1, 1) aralığında f nin grafiği olan eğrinin 
ükülme yönü (eğrilik yönü) aşağı doğru yani eğri kon- 
aV (içbükey) dir. 


Çözüm 


f(0X)s6x7 -6x—36 
f“(X)-12x-6 





a N 1. a 
olduğuna göre x< 5 ise, eğrilik yönü aşağı doğrudur. 


olduğuna göre x> 3 ise, eğrilik yönü yukarı doğrudur. 








Verilen grafiğin (f' nün) azalan olduğu aralıkda (f)' —f” -. --. 












3. Dönüm (büküm) Noktası 


f, sürekli olmak üzere, fonksiyonun konvekslikter kon- 
kavlığa ya da konkavlıktan konveksliğe geçtiği noktaya 
dönüm (büküm) noktası denir. 


Diğer bir ifadeyle, fnin grafiği olan eğrinin, eğrilik yönü- 


nün değiştiği noktaya, dönüm (büküm) noktası denir. 


Yandaki şekilde grafiği verilen 
yz f() fonksiyonunun dönüm 
noktası (Xg, Yo) dir. 


Çünkü, x < Xg için, eğrilik yönü 
aşağı doğru; 


X > Xg İçin, eğrilik yönü yukarı 
doğrudur. 


Buna bağlı olarak, 
Xx < Xg için f"() < O 
x>Xxgiçinf'(0) > 0 
fo) —0 


olur. 


Yandaki şekilde grafiği verilen 
y - İf fonksiyonunun dönüm 
noktası (Xp, Ya) dır. 


Çünkü, X < xp için, eğrilik yönü 
yukarı doğru; 


X > Xg İçin, eğrilik yönü aşağı 
doğrudur. 


Buna bağlı olarak, 
X < Xgiçinf"6) >0 
X > xgiçin f"6) <0 
&)50 


olur. 





















































Yandaki şekilde grafiği verilen 
y — 16) fonksiyonunun dönüm 
noktası (Xg. Yo) dır. 


Çünkü, x < Xx, için, eğrilik yönü 
aşağı doğru; 

x > xg için, eğrilik yönü yukarı 
doğrudur. 

Buna bağlı olarak, 

x < xp için f'() <O 

x>xgiçinf 6) >0 


f(x) yoktur. 


ÜTmnek . 21 


Denklemi y — x3 4 ax? 1 (a t5)x-1 olan eğrinin 
dönüm (bükülme) noktasının apsisi 1 olduğuna gö- 
re, ordinatı kaçtır? 


A) -2 B) -1 c)0 D) 1 E)2 
Çözüm 


ynin dönüm noktasının apsisi 1 olduğuna göre, X # 1 
ikinci türevin köküdür. 


y(() s0... (A) 
yaxâ tax (at 5)X-1İ ise 


yi. 3x2 42axtat5 


y.-6xt2a - 
y"(0) 6-1 t2a 
0-612a 
a-—3 tür 
Bu durumda, 


ys xX—3x -2x-1 dir 
Dönüm noktasının apsisi 1 olduğuna göre, ordinatı: 
yz13-3.1242.1-1 
ys-—i dir 
Cevap B 


Ümdk .. 22 


(0) xx *me-nx * 1 eğrisinin içbükeyliğinin yön de- 
ğiştirdiği nokta (-1, k) dir. Bu noktadaki teğetin eğim açı- 
sıa. dır. 


tana - 


olduğuna göre, m ven nin değerini bulalım. 


Gözüm 


(<1, K) noktasındaki teğetin eğim açısı « ve tana — 
ise f(-1) --8 dir. 


(<1, k) noktası dönüm noktası ise f'C1)z0dır. 
(0) -x8 4 m2 —nx 4 1 ise f() -3xX #2mx-n 
(6) -6x:-2mdir 


(6) - 3x2 - 2mx—nvef(-1) > -8) ise -2m-n—-i1 
dir. 


(#0) — 6x 4 2mve f"(-1) < O) ise -6 # 2m-0Odır. 





(<2m-—n --11 ve -6 * 2m - O) ise mz3,nz5tir 


mik ,. 23 


R—>R 

(0-0-2) 
fonksiyonunun dönüm noktası olup olmadığını araş- 
tıralım. 
Çözüm 


f()x30-2) 
t00)6(x-2) 


Dd — 
A ci 


2 
Li 5 j Li 
| 








| /N 2 
x - 2 de ikinci türevin işareti değişmiştir. 


Buna göre, (2, (2) fonksiyonun dönüm noktasıdır. 


Xx — 2 nin ikinci türevin kökü olduğuna dikkat ediniz. 
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16) — arccosx 


fonksiyonunun içbükey, dışbükey olduğu aralığı ve 
bükülme noktasını bulalım. 


Çözüm 
160 > arccosx in tanım kümesi (-i1, 11 dir. 


İ(X)sarccosx 


je 
1—x2 
f(x) ——— 
(4x) 
xe (<1, 0) iken f"(x)-——— “> 


olduğundan (-1, 0) aralığında 1(x) — arccosx eğrisinin 
grafiği konveks (dışbükey) dir. 


xe(0, 1) iken f"(x)--—— “<0 


olduğundan (0, 1) aralığında f(x) - arccosx eğrisinin 
grafiği konkav (içbükey) dir. 


f() > arccosx eğrisinin bükülme noktası 


0.1(0)-İp. 2) dir. 


ÜS nek . 25 


İ:R>R 
© -x—2) 


fonksiyonunun dönüm noktası olup olmadığını araş- 
tıralım. 


(()-4(x-2” 
("0)-12(x-2 














X e 2 za) 
“| | n 
ij RL e 





x — 2 de ikinci türevin işareti değişmemiştir. 


Buna göre, (2, 1(2)) fonksiyonun dönüm noktası değildir. 


x2' nin ikinci türevin kökü olmasının dönüm noktası 
oluşturmaya yetmediğine dikkat ediniz. 











X z Xg noktasının dönüm noktası olması, X  x,da 
ikinci türevin olmasını garanti etmez. Yani, dönüm 
noktasında türev tanımlı olmayabilir. 

Xx - Xgin ikinci türevin kökü olması, Xx - Xx, ın dönüm 


noktası olmasını garanti etmez. Dönüm noktasında 
ikinci türevin işaret değiştirmesi gerekir. 





x - Xx, dönüm noktası ve bu noktada ikinci türev ta- 
nımlı ise, ikinci türev sıfırdır. 


Buna göre, 


İ'(a) - O ise (a,f(a)) noktası fnin dönüm noktası ol- 
mayabilir. 


(a, b) aralığında türevli bir f fonksiyonunun ikinci tü- 
revin sıfır olduğu noktada, ikinci türevin işareti deği- 
şiyorsa o nokta fonksiyonun dönüm (bükülme) nok- 
tasıdır. 








(0) A2 Xİ (e) 
tf (X)-0 ise —12-x” -0 
ise x-O dır. 


Xx 0 iken (0) --09-0dır. 


X İ-x 
fd) | — 
iÇ) 





TE 
> İZ 


konkav konkav 








x — Oda ikinci türevin işareti değişmemiştir. Buna göre, 
(0, 0) fonksiyonun dönüm noktası değildir. 


x — On ikinci türevin kökü olmasına rağmen, dönüm 
noktası olmadığı görülmektedir. 
















































































Bir hareketlinin t saniyede aldığı yol 5. 
İl 
s(i) - 8 — 67 —15t 
denklemiyle verildiğine göre, hareketlinin 
kaçıncı saniye sonunda ivmesi sıfır olur? | 
A) 5 B) 4 o) 3 D)2 g1 | 
| 
| Türevinin grafiği yukarıda verilen f fonksiyo- 
nunun yerel minimum noktalarının apsisleri 
toplami kaçtır? 
Tanım kümesi (<co, -3) aralığı olan, İ | A) -2 B) -1 co D)1 E)2 
mx—2 
O) 
Li Xx*3 | 


fonksiyonu daima azalan olduğuna göre, m 
nin en geniş çözüm aralığı aşağıdakilerden 
hangisidir? 


| ER>R 


-2 
D (Ş -) E) (41,1) 
la | İÇYEXİ 43X 
fonksiyonunun dönüm (bükülme) noktasının or- 
dinatı kaçtır? 
A)-4 B-2 Co D2 E7 
| 
y Şekilde y — i(4) fonksi- — | 


yonunun (a, b) aral- | 
ğındaki grafiği veril- 
miştir. 





Buna göre, aşağıda- 
., kilerden hangisi ke- 
X sinlikle azalandır? 


Denklemi 1(X) — x3 * ax? $ (a-6)x *2 olan 
eğrinin yerel ekstremum noktalarından birinin 





li 
| apsisi —1 olduğuna göre, bu eğrinin dönüm 
2 3 | noktasının apsisi kaçtır? 
A) x-1(Xx) B) 241 (x) C) f(x) | 
(Xx) 1 3 5 
D) — E) —— ! ei D)1 eni 
) X Taj A)3 B) 5 g2 ) E) 3 


(> x3 442 4x 
il . (saibi ri 
fonksiyonunun yerel maksimum noktasının ap- | 


sisi kaçtır? 
na göre, a—b kaçtır? 


A) -2 B) > o D) 5 nz | )-s Bs Oi D3 










fonksiyonunun dönüm noktası (1,-—1) olduğ £ 


1. 
Hareketlinin t anındaki ivmesi 
a(t)-v(t)-s"() dir. 
. SÜ -P—-6İ2-15t ise sf) -32—-121-15 tir. 

s'(i) — 312 —12t— 15 ise s”() -6t—12olur. 
Hareketlinin t. saniye sonunda ivmesi O olduğundan, 
s"(tf < Odır. Buna göre, 
s'(0 — 0 ise 6t—12-0 

iset-2.dir 


Cevap D 


, Mx-2 . 


(©) 





ise, 
x*#3 


ii: (mx—2)-(x43)—(x43)'.(mx—2) 





2. 
tazalan isef() <Odır. 





(x43)2 
tw) (Mm—0)-(X43)—(140)-(mx-2) 
(x43)2 

pg e) eme ei) 

(x43)7 
px) 1X4 -mx 12 

(x43)2 Ri 
le) PALM dır. 
(xx-3) 

T(x)<0 ise İNİZ gp . is) 

(x43)7 


& b 3)2>0 olduğundan () daki eşitsizliğin daima 
doğru olabilmesi için, 3m * 2 <0 olmalıdır. 


3m42 <0 ise m<Z tür. 


Cevap B 











3. 


16) fonksiyonu (a, b) aralığında tanımlı olduğu için, 
X<0,f() > 0 ve azalan olduğu için f'() <Odır. 
A) (X:1(0) 21:f() ex -(())'> 0 dir. 

Buna göre, x-f(x) artandır. 
B) (2417 (x))'—21(x):1'(x)<0 dır. 

Buna göre, 2-1 (x) azalandır. 
C) (-İ (x))'-—3-12 (x):f'(0x)>0 dir. 

Buna göre, —f3 (x) artandır. 
5 (cc) te) 

pozitif ya da negatif olabilir. 


İL 
E) (a) ET. >O0 dır. 


Buna göre, -İ sartandır. 
(0) 


ifadesi 





Cevap B 





4. 
İN) Xİ 4 4x2 4 4x ise (0) 3X2 48x44 tür, 


İf (X)-0 ise 3X2 48x44-0 


ise (3X42)(x*-2)-0 


2 
ii («5-2 veya x--2) dir. 











2 
X | — -2 3 ta 
(w) ) e 
Artan |». Azalan « ” Artan 


Türev tablosundan anlaşılacağı gibi x in —2 ile Pa olan 
3 

noktalarında ekstremum değeri vardır. 

Apsisi -2 olan nokta yerel maksimum noktası, apsisi 


2 
> olanı nokta yerel minirnum noktasıdır. 


Cevap A 






















































İNEN MEME 


xe -2 0 1 5 
Ç 


EE EK 


Türevinin grafiği yukarıda verilen fonksiyonunun türe- 
vinin işaret tablosunu yapalım. 





1) 





e 
Azalan 


—. 
Azalan 
NE 


Di 


Artan 





Artan 





(2) 41-1 dir 


İG)EXİ 43X 
#0) 3x2 43 
t00)6X 

ikinci türevin kökünü bulalım: 


6x-0isexsOdır. 








Xx |- e 0 
"| - ) 4 
©) | 7. | R 


ye 


zalan 
Ne EN 

f fonksiyonu x--2 ile xi de (soldan sağa doğ- 
ru, türevin — den -- ya geçtiği yerde) yerel minimum de- 
ğerini alır. 
£ fonksiyonu Xx - 0 ile x-5 de (soldan sağa doğru, 
türevin * dan — ye geçtiği yerde) yerel maksimum de- 
ğerini alır. 


Buna göre, türevinin grafiği verilen f fonksiyonunun ye- 
rel minimum noktalarının apsisleri toplamı, 


Cevap B 


Yukarıdaki tabloda, apsisi x - O olan noktada ikinci tü- 


revin işaretinin değiştiği görülmektedir. 


Buna göre, apsisi X p 0 olan nokta dönüm noktasıdır. 


Buna göre, dönüm noktasının ordinatı, 


1(0) 03 43-00-0400 olur. 


Cevap C 


7. 


Verilen eğrinin yerel ekstreemum noktalarından birinin 
apsisi —i olduğuna göre, X——İ birinci türevin köküdür. 


Buna göre, 1(-1) <0 olur. ... (X) 
O) > x3 sax? 4 (a-6)x 12 ise, 
10) 3x2 42ax1a-6 
(1) 23.(41)2 4 2a-(-1) ta-6 


0-3—a-6 
0-——-—a 
a-—3 tür 


Bu durumda, 
10) > x8-3xX2-9xt2 dir 
Buna göre, 
f0)3x2—6x-9 
t"6) — 6x—-6 olur. 
fnin dönüm noktasının apsisi için ikinci türev O olduğun- 
dan, 
f"(x)-0 ise 6x—-6-0 
ise x-i1dir. 
Buna göre, dönüm noktasının apsisi 1 dir. 
Cevap D 


8. 


fo) in dönüm noktası (1,—İ) olduğuna göre, Xx — 1 İkin- 
ci türevin köküdür. Bu durumda, f (1) 0 dır. 


fo) ax 4s bx2 11 ise f'(x) - 3ax” * 2bx olur. 
f'0) — Sax? 4 2bx ise f(x) - 6ax * 2b olur. 
f'() -6-a-1 * 2b 
0 -6a t2b 
b-—a ... (#) 
(1,—1) noktası, f fonksiyonu üzerinde olduğundan, 
o) zadıbit1 
—sa-14tb:11i1. 
atb-— .. (A4) 
(4) ve (4) denklemlerinin ortak çözümünden 
az-iveb-—-3 bulunur. i 


Buna göre, a-b4olur. 
Cevap E 























İR—S—R 
10) > x3—12x 4-8 


fonksiyonunun azalan olduğu aralığın uzun- 
luğu kaç birimdir? 
(a, b) aralığının uzunluğu b—a birimdir.) 


A4 


B) 5 





Yukarıdaki doğrusal fonksiyonun grafiği bir f fonk- 
siyonunun ikinci türevine aittir. 


Buna göre, f nin grafiği aşağıdakilerden han- 
gisi olabilir? 





A) B) 


Yy y 
o 
Xx 0 X 
6) 
y 
o X 





E) 














4. 


Aşağıda verilen ve reel sayılarda tanımlı olan 


fonksiyonlardan hangisinin dönüm noktası 
vardır? 





Reel sayılarda sürekli ve türevli olan f fonksiyonu- 
nun yerel minimum noktası (-1, -2) ve yerel mak- 
simum noktası (1, 2) dir. 


O) İX11) 4024 4x4 1).((2x-1) 


olduğuna göre, g(x) fonksiyonunun apsisi 0 
olan noktasındaki teğetinin eğimi kaçtır? 


A-8 B- ©)-4 DI E)2 


g2o— 
.& , 


yen 





a<b<c olmaküzere, 
E R>R 
f) > «—a)(x-b)(x-c) 
olduğuna göre, aşağıdakilerden hangisi kesin- 


likle yanlıştır? 


A) > in birinci türevinin X — a için değeri pozitif- 
tir. 

B) e in ikinci türevinin x - a için değeri negatif- 
ir. 

C) a in birinci türevinin Xx — c için değeri pozitif- 
ir. 

D) iv in ikinci türevinin x — c için değeri negatif- 
ir. 


E) f() in birinci türevinin x — b için değeri nega- 
tiftir. 












































6. x, üretilen mal miktarı olmak üzere, bir malın top- 
iam maliyet fonksiyonu, 


240X. 42x45000 





C(x)- 


olduğuna göre, maliyetin en yüksek olduğu 
üretim miktarı kaçtır? 


A)100 B)110 C)120 D)130 


E) 240 





7. O<Xx <7 olmak üzere, 


X 2 
— 4 cos“ Xx 
2 


ifadesini en büyük yapan x değeri aşağıdaki- 
lerden hangisidir? 





1(0)2(X-1)-(x-3)-inx 


olduğuna göre, f(x) -y fonksiyonunun kaç 
tane dönüm noktası vardır? 


A) O B) 1 > 











9. Dördüncü dereceden bir y — f(x) fonksiyonunun 
birinci türevinin grafiği aşağıda verilmiştir. 


y 








Şekildeki eğri orijinden geçtiğine göre, aşağı- 
dakilerden hangisi doğrudur? 


A) y — 16) in yerel minimum noktasının apsisi 
(2, 3) aralığındadır. 

B) (4,0) aralığında y — f(x) azalandır. 

GC) x 0 için y - fe) maksimum değerini alır. 


D) y — 16) in yerel maksimum noktasının apsisi 
(<3, -2) aralığındadır. 


E) xs 0 apsisli noktasından y — f(x) e çizilen 
teğet x eksenine paraleldir. 


10. Aşağıda verilen g'(x) -y fonksiyonunun grafiği X 
eksenini sadece 2 ve 7 apsisli iki noktada kes- 
mektedir. 








f(x) (X—2)-9'(x) 





olduğuna göre, f(x) in en küçük değeri aşa 


ğıdakilerden hangisidir? 


A)t(1) B)K2) G)İ(7) D)İ(8) 


















E) 10) A)—2 B) -1 Cc) 0 


fonksiyonunun tanım kümesi (1, 9) olmak üzere, 
1<x<6 için fp) negatif, 
6<x<9 için f'() pozitifve 


1<x<9 için f'( pozitiftir. 


((6) - 4 ve (1) — f(9) — 8 olduğuna göre, f 
fonksiyonunun grafiği aşağıdakilerden hangisi 
olabilir? 













yzin2x 


eğrisinin minimum noktasının koordinatları top- 
lamı kaçtır? 














Öğretmen beş öğrenciyi tahtaya kaldırıyor. Bu öğ- 
rencilerin her birine farklı bir fonksiyon veriyor. 
Öğrenciler kendilerine verilen fonksiyonu ve birinci 
türevini aynı koordinat düzleminde aşağıdaki gibi 
çiziyorlar. 


Bu beş öğrenciden dördü hem fonksiyonun 
hem de türevinin grafiğini doğru çiziyor. Bir 
öğrenci ise fonksiyonun grafiğini doğru çizip, 
türevini yanlış çizmiştir. Yanlış çizim yapan öğ- 
rencinin grafiği aşağıdakilerden hangisidir? 
(Öğrenciler, türevin grafiğini, fonksiyonun grafi- 
ğine göre daha kalın çizmişler.) 


A) yara 





V yeti) 


yzf) 


E) yete) 
Y 


yzf) 





a>0 olmak üzere, 
a-lina 


ifadesinin en küçük değeri kaçtır? 


A) -Z B) -£ o) -2 D)-1 Eyi 









































































































































































“Türevin Anlamı” konusunda, “Ekstremum noktalarının, birinci türevle ve ikinci türev- 
le ilişkisi”ni vermiştik. Hemen ardından “Ekstremum problemleri”ni verebilirdik. Ancak, 
bu konuyu öneminden dolayı ayrı bir konu olarak ele almayı uygun gördük. 


1. Birinci türevin işaret tablosu yapıldığında soldan sağa doğru işaret; 4 dan —ye ge- 
çiyorsa, o noktada fonksiyonun yerel maksimum değerini aldığını, 


2. Birinci türevin işaret tablosu yapıldığında soldan sağa doğru işaret; — den *- 
ya geçiyorsa, o noktada fonksiyonun yerel minimum değerini aldığını, vermiş- 
tik. 


Bu iki bilgiyi kullanarak, ekstremum problemlerini (Maksimum, minimum problem- 
lerini) çözebiliriz. 


Ancak, “Maksimum, minimum problemleri” için, ikinci bir çözüm yolu olarak, 
ikinci türevi de kullanabiliriz. 


Şöyle ki; 





1. Birinci türevin kökü, ikinci türevi negatif yapıyorsa, fonksiyon bu noktada ye- 
rel maksimum değerini alır. 


2. Birinci türevin kökü, ikinci türevi pozitif yapıyorsa, fonksiyon bu nok- 
tada yerel minimum değerini alır. 
EKSTREMUM PROBLEMLERİ 


Bu tür problemlerde bir büyüklüğün (çokluğun) alabileceği en büyük (mak- 
simum) değer ya da en küçük (minimum) değer bulunmak istenir. 


İstenen çokluk bir değişkenin fonksiyonu olarak yazılır. Bu fonksiyonun mak- 


simum ya da minimum değeri, birinci türevin kökü (kökleri) bulunarak belir- 
lenir. 


-<-Günkü, fonksiyonun maksimum ya da minimum noktalarında birinci türev 
(tanımlıysa) sıfırdır. 


ÜS emek Ri 


İOY-—X 44x44 


fonksiyonunun alabileceği en büyük (maksimum) değer kaçtır? 

























































Çözüm | 
1. Yol İ 
i 
i 


O) 44x44 








((X)>-2x14 
0—--2x44 i 
x2.. (A) 
! 
X |- 2 *w i 
ro) ş ç - | 
! 
wo) > | 
Artan /*< Azalan 
Yerel 
maksimum 


Birinci türevin işaret tablosu yapıldığında soldan sağa | 
doğru işaret; 4 dan — ye geçtiği noktada fonksiyonun 
yerel maksimum değerini aldığını biliyoruz. 


Buna göre, fonksiyonun alabileceği en büyük değer: 


(2)-—22 44.244 


z-8 olur. İ 


2. Yol 


tO)2—x2 s4x44 





f(0X)--2x44 
0--2x44 
x2.. (A) 
f0)-2 | 
1"(2)-—2<0 | 


Birinci türevin kökü, ikinci türevi negatif yaptığına göre 
f0), x > 2 de en büyük değerini alır. 


(2) — 8 bulunur. 


Sayılar ve özdeşlik bilgileriyle de sonuca gidilebilir. Ko- 
nuyla ilgili olmadığı için bunları vermeyeceğiz. 


Cevap C 


Ül nek sac | 


3x: (4-x) 





çarpımının alabileceği en büyük değer kaçtır? 


A) 6 B) 9 Cc) 10 D) i2 E) 15 




















Emek .4 


Toplamı 90 olan iki doğal sayıdan birinin karesi ile di- 
ğerinin çarpımının alabileceği en büyük değer kaç- 


fi) — 3x (4-x) ise, 
T0)53.(4—-x)4 (1): 3x 


0-12-6x tır? 
x-2dir. . A) 1200 B) 1800 C) 12000 D) 18 000 E) 108 000 
(0) ——6dir. 
1(0)--6<0Odır. Çözüm 
Birinci türevin kökü, ikinci türevi negatif yaptığına göre 1. Yol 


f6),x > 2 de en büyük değerini alır. 


Bu sayılardan biri x ise diğeri 90 — x tir. 
1(0)-3-2. (4-2) 


&e N, (90-—x) & N) 








-i12dir. 
: xin karesi ile (90 — x) in çarpımı f(x) olsun. 
Cevap D 
tO)Jx -(90—x) 
1(X)90x2 —x3 
f(X)-180x—3x2 
0-180x—3x2 ise, (X-0 veya x-60) tır. 
X İ-w 9 60 Pal 
I 
fo) 0 nı — 
LO) ! >” 
e ix 
mek ..3 © İ Aran Azalan | 
Toplamı 32 olan iki pozitif tam sayının kareleri top- il > 
i ği üçük değeri bulalım. 
lamının alabileceği en bin ğ MİRiDdRi maksad 


Birinci türevin 4 dan — ye geçtiği noktada, fonksiyon 
Çöz ye geçliğ yi 


maksimum değerini alır. x doğal sayı (x > O) olduğundan 


Sayılarımız x ile y olsun. (x > 0,y > 0) tabloda (0, «) aralığı incelenmiştir. 


Xx 4 y > 32 iken x2 $ y? nin alabileceği en küçük de- Buna göre, f(x) in alabileceği en büyük değer: 


ğeri isteniyor. 
ğeri bulmamız isteniyor. (60) - 60? 188-8) 


108000 olur. | 


X*yz32 ise y-32-x olur. 
X2 #y? —x 4(32—x)” 


2. Yol 
—2x2 —-64x41024 -.. 


i 
! 





(4) 


Xx) Xx .(90—x) 
A) 2x2 -64x41024 ise A(x)-4x-64 olur. 


: f(0X)-90x2 —x3 
A'(X)-0 ise 4x—64-0 


1(Xx)-180x—-3x2 








ise x-16 dır. | 
0-180x—3x27 ise, (x z0 veya .x 60) Ar, - 

x İ-x o 16; N 
ç Ni İ (xX)-180—6x | 

A * N 
| “ f(0)-180>0 
we — İİ 7 | 


DA 1(60)-—180<0 
Mutlak 
minimum 


Azalan Artan 


Birinci türevin kökü, ikinci türevi negatif yaptığında, (x) 
en büyük değerini alır. 


İ 





x pozitif tam sayı (X > O) olduğundan tabloda (0, «) ara- 
lığı incelenmiştir. 


(X-16 vey-32-x) isey-16dı. 


X — 60 için bu gerçekleştiğine göre, fonksiyonun en bü- 
yük değeri: 


> : LR in (60) — 108 000 olur. 
Buna göre, verilen ifadenin en küçük değeri, 


X2 4 y2 — 162 4 162 - 256 4 256 -512.dir. 








Yi .. D 


İ©) xXx —x parabolü üzerindeki bir nokta (m, n) dir. 


Buna göre, m nin hangi değeri için mn topla- 
mının minimum değerini alacağını bulalım. 


Çözüm 


(m, n) noktası f(x) — x2 —x parabolü üzerinde olduğu- 
na göre, f(m) <n dir. 


m) <n isem?-mzndir 
T(m) x—m*n ise, 

Tm) x>m*mZ-m 
—mZolur. ... (1) 
Tm) m? ise T'(m) -2m 

ise O-2m 


ise m—O dır. 


m İ-x (0) 


k 
8 








a 0 
Mutlak 
minimum 


Azalan Artan 


Bu durumda m — O iken m * n en küçük değerini al- 
maktadır. 


kri .6 


Bir ABCD dikdörtgeninde, 
|(AB| -2t4 1 birim 
(BC| -4-t birim 


olduğuna göre, bu dikdörtgenin alanının en büyük 
değeri kaç birim karedir? 


Çözüm 
D C Dikdörtgenin alanı: 
44 A(1)-(2t41)-(4-1) 
—81—212 44-1 
A #41 B ——21” 47144 olur. 

















A(Y- 22 47144 ise A(t)--4t47 











ise 0-—-4t17 
ise t-- tür. 
4 
Z 
i İ-- 4 *-w 
A'0| * ç - 
Me e 
Artan ZN Azalan © 
Mutlak 
maksimum 





i Bu durumda t -7 iken A(t) en büyük değerini almak- 
tadır. Yani ABCD dikdörtgeninin alanını en büyük yapan 


tdeğeri A tür. 
| 4 








Buna göre, ABCD dikdörtgeninin alanı en çok, 


A() 2-207 47144 ise, 











-E birim kare olur. 


ti il 


Şekildeki gibi dikdörtgen biçi- 
minde ve bir kenarında duvar 
bulunan bir bahçenin üç kena- 
rına bir sıra tel çekilmiştir. 





Kullanılan telin uzunluğu 100 
m olduğuna göre, bahçenin 
alanı en fazla kaç m? olabilir? 





A)800 B)1000 C)1250 D)1400 E) 2000 





Bahçenin eni: x m olsun. 


Bu durumda boyu: (100 — 2x) 
m olur. 


Buna göre, bahçenin alanı: 





Ap) >x-(100—2x) olur. 




















A'0) — 100—4x 
0 100—4x 
x-25tir. 
Buna göre, bahçenin alanı en fazla; 
A(25) — 25- (100 — 2-25) 
— 1250 m? olur. 


Cevap C 

















Yukarıdaki örnekte, türev tablosu da yapılmadı; ikin- 
ci türeve de bakılmadı. Çünkü birinci türevin bir tek 
kökü bulundu. Eksiremum değer, bulunan köke kar- 
şılık gelir. Diğer bir ifadeyle, bir tek kök bulunduğu 
için, sorulan ekstremum değer bu köke karşılık gel- 
melidir. 





iie .8 


Şekilde C(3, 4) noktasından ge- 
çen d doğrusu ile eksenler ara- 
sında AOB dik üçgeni oluşmakta- 
dır. 


Buna göre, AOB üçgeninin ala- 
ni en az kaç birim karedir? 





o 12/2 E) 24y2 


A) 12 


B) 18 D) 24 
Çözüm 

Verilen şekilde 

A noktası Afa, O), 

B noktası B(0, b) olsun. i 


Buna göre, 
|AOJ| sa 
(BO| b dir. 


d doğrusunun denklemi: 


LA 
a b 


C(3, 4) noktası d doğrusu üzerindedir. 


tür. 





Buna göre, EE ve b 
a b a— 


| 

























A(Aöp, - SELİ 
A(AĞB)->> , (b>4) 
AKĞB) <2 2). (a>3) 
Aa) 2( 
Afa) 4a-(a—3)—2a? 
(a-3) 
May e za 
(a-3) 
0-2a” -12a 


a-0 veya a-6 olur. 


EE 0 3 6 

Aa) z TE 
İ 
| ç 


3 








minimum 
nokia 


a > 3 olduğundan tabloda (3, «) aralığı incelenmiştir. 
Değişim tablosundan görüleceği gibi A(a) minimum 
değerini a — 6 ikenalır. 

Buna göre, AOB üçgeninin alanının en küçük değeri 


6 ( 4.6 
A 6 -——.| —— |-24 iri 
(6) > (23) 24 birim kare olur. 


Cevap D 


iy .9 
A m; B 


Şekildeki ABCD karesinin bir 
kenar uzunluğu 4 birimdir. 


olduğuna göre, BCPT dörit- 
geninin alanı en çok kaç 
birim karedir? 








Çözüm 


İTD|<|DP | sx birim ise, 


|AT |<4—x birim olur. 





(TDJ-JDpJ-- 7 












A(BCPT) -A(ABCD)—A(PDT)—A(TAB) 


2 
-JABEZ mii JarflaB| 


2 
xw (4—-x)-4 


A(x)42 
0) 2 2 





x2 
a MV 


A(X)-—x42 
0--x42 
x-2 


2 
A e 


10 birim karedir. 





Cevap GC 
G5 rnek .. 10 
A |BG|8 birim 
| AH | -6 birim 
olmak üzere, DEPT dik- 


dörtgeninin alanı en 
çok kaç birim karedir? 





Çözüm 


1. Yol 
|İDE|<|TP |x birim ve 
|EP|-|DT|y birim olsun. 
|AKİ-JAH| JA) 

AHI EP| 


-6-y olur. 


pa m 
ATP — ABC benzerliğinden 


|(TP| (AKİ 
|BCJ |JAHİ 
XEON 
8 6 
, 24-3X 



































A(DEPT)-İDE|-JEP| 











zX-y 
24—3X 
A()Ex- 
t 12—3X 
A()-— 
12—3X 
0 
2 
x-4 
24—-3-4 
4)-4 
A(4) 2 
—12 birim karedir. 
2. Yol 


Bu tür sorularda ABC üçgeninin alanının yarısı, üçgen 
içine çizilecek maksimum alanlı dikdörtgenin (DEPT 
dikdörtgeninin) alanını verir. Buna göre, DEPT dikdört- 
geninin alanı en fazla, 


8 


Gi 8:6 
AMABC) 2 ep gir. 
2 2 


Cevap E 


kay il 


Bir ABC üçgeninde 
a 8 birim 
h, <3 birim 





olduğuna göre, ABC üçgeninin çevresi en az kaç bi- 
rimdir? 


A) 30 B) 18 C) 16 D) 15 E) iz 
Çözüm 
A |BC|-8 birim 
- |AH|s3 birim 


|BH|<x birim ise 
HC |-8—x birim olur. 
ABH dik üçgeninde diklik bağıntısını yazalım: 
|BHİZ AJAHİ? -JABf 
x2 432 -JABİ” 


JAB|- vx? 19... (A) 





AHC dik üçgeninde diklik bağıntısını yazalım: 


(HG? #JAHİ -lacf? 
(8-—x)2 432 -JACf 


|acj<(8-x) 9... (AA) 


i o ABC üçgeninin çevresi enaz, 
i 


Ç(ABC)-|AB|4JAC|4|Bc| 


ÇO) VE 49 4 (8x) 19 18 


ça 2x Z 2x—16 
2yx2 49 2)|(8-x 49 
2x 2x—16 





per km e 
2219 2,(8-x 19 
x—8 ala ıX 
(8—x)7 49 vx? 49 
x—4 


Ç(4)-N42 49 (8-4 4948 


-18 birimdir. 


CevapB 


kay .. 12 


Çevresi 24 cm olan dikdörtgenlerden alanı en büyük 
olan dikdörtgenin alanı kaç cm? dir? 


A) 30 B) 32 C) 36 D) 40 E) 48 
Gözüm 
D fel JAB| —Xxise, 
İBC| > i2—xtir. 
12— 
Dikdörtgenin alanı: 
A X B 


A(X)>x-(12—x) 
A(X)21:(12—x)4(-1)-x 
0-12—2x 
xz6 dır. 
A(6)-6-(12-6) 


-36 cm? dir. 
























. Bir önceki örnekte oluşan şeklin kare olduğuna dik- | 
kat ediniz. 


Çevreleri eşit olan dikdörigenler içinde alanı en 
büyük olan dikdörtgen karedir. 


Bu durum genellenebilir. 


Şöyle ki: Çevreleri eşit olan ücgenler içinde alanı en 
büyük olan üçgen eşkenar üçgendir; çevreleri eşit 
olan beşgenler içinde alanı en büyük olan beşgen 
düzgün beşgendir; çevreleri eşit olan altıgenler için- 
de alanı en büyük olan altıgen, düzgün altıgendir. 





tay . 13 


Yarıçapı 4 cm olan çember içine çizilebilecek en 
büyük alanlı dikdörtgenin alanı kaç cm? dir? 


A) 30 B) 32 


|AB|-x, (&>6) 
|BC|y olsun. 
2 4 y2 -e2 


y—y64—-x dir. 





Dikdörtgenin alanı: 


Azx-y 


A()—x.y/64—x2 


MO ez en 
2.Y4-x2 
g - 2:(64-x)-2x5 
2.N64—x5 
0-128-4x” , (x>0) 


Xx aj? dir. 


A(Ay2)-4y3.Je4 (42) 


—32 em? dir. 


Cevap B 




































Bir önceki örnekte oluşan dörtgenin kare olduğuna 
dikkat ediniz. 

Bir cember içine çizilebilecek en büyük alanlı dik- 
dörigen karedir. 


Bu durum genellenebilir. 


Şöyle ki: Bir çember içine çizilebilecek en büyük 
alanlı üçgen eşkenar üçgendir; beşgen, düzgün beş- 
gendir; altıgen, düzgün altıgendir. 








ÜS nek . 14 


20 birim uzunluğundaki telden yapılmış daire dilimi- 
nin alanının maksimum olması için yarıçapı kaç bi- 
rim olmalıdır? 


A) 2 B) > Cc) 3 D) 5 E)3y3 
Çözüm 
: Telin uzunluğu 20 birim oldu- 
ğuna göre, 
2r4*a-20 
a-20-2r dir. 


r 


Bu durumda daire diliminin alanı, 


-10r—r2 dir. 


2 , (20-21) 
S(r)—x:r m 


2n 
Buna göre, 
S'(r)-10—>2r dir. 
Bu durumda, i 
S'(r)-0 ise 10—-2r-0 
iser-5tir. 


Yani, 20 birim uzunluğundaki telden yapılmış daire di- 
liminin alanının maksimum olması için yarıçapı 5 birim 
olmalıdır. 


Cevap D 





















































5 .. 15 


4y 








Şekildeki, denklemi x2 - y? — 4 olan dörtte bir çembe- 
rin, B noktasının x ekseni üzerindeki dik izdüşümü 
Afx, 0) noktasıdır. 


Buna göre, OAB üçgeninin alanı x in hangi değeri 
için en büyüktür? 


NE #2 2 a2 
Mr iç VR e 
Gözüm 





Ax, 0) noktasının apsisi x olduğuna göre, B noktasının 
apsisi de x olur. 


B noktasının ordinatı y olsun. B(x, y) noktası çemberin 
üzerinde olduğuna göre, çemberin denklemini sağlar. 


Buna göre, 
|OA|>x 
İBAJ-y 

X2 4y? 22 
yzy4—x dir. 


Üçgenin alanı: 





Ae 
2 R 
2 
Aç SEX > ği, 
i .yY4—x2 —2x 
A1 - xXx, e 


2.2.y4-x2 
2-(4—x2 )—2.x2 
alaz 
0-8—4x2, (x>0) 


x-y2 dir. 


0 





Cevap G 













| Ölmek .. 16 
| a 


y Şekilde P(xj, yı) nok- 
tası, denklemi 


y2—2—2x13 





di olan parabol üzerinde- 
dir. 





X, in hangi değeri için X, - y, maksimum olur? 


3 3 1 1 
zg Ni -—> pmp-l pa 
A-> B-A G-) e 
Gözü 
y-—x2 -2x43 ise, 
Yız Si —2X4 3... (4) 
Abı, Yı) <xş ya olsun. 
AÇA) Xx) (7 2x4 13) 
APA) ——4? —x4 43 
A) -2x4-1 
0--2x,-1 
1 
-—— dir 
X4 2 
CevapD 


B noktası y -—2x *8 
doğrusu üzerinde ol- 
mak üzere, 


OABC dikdörtgeninin 
alanı en fazla kaç bi- 
rim karedir? 





G8 “D) 10 E) 12 


nati y olsun. 


doğrusunun üzerinde ol- 
duğu için, denklemi sağlar. 


Yani y --2x -8dir 








Buna göre, 


B noktasının apsisi x, ordi-. 


B noktası y --2x #8 






















A(OABC) —-x-y 
AÇ) >x(2x 18) 
A(x) — —2x2 4 8x 


A()-—4x18 
0-——-4Xx418 
x-2 dir 


A(0)-2.(-2-248) 
— 8 birim karedir. 


Cevap C 


li .. 18 


Ox ekseni ve y - 9 - X eğrisiyle sınırlanan bölgeye 
çizilebilecek maksimum alanlı dikdörtgenin alanı 
kaç birim karedir? 


A)6/2 B)6/3 Cji2/2 D12/3 E)18y2 


Çözüm 





P(a, b) noktası parabolün üzerinde olsun. 


P(a, b) noktası parabolün üzerinde olduğuna göre, pa- 
rabolün denklemini sağlar. Buna göre, 


b-9-a2 dir. 


Grafikte görüldüğü gibi, dikdörtgenin eni 2a birim, bo- 
yu b birim olur. 


Dikdörtgenin alanı: 
A-2-a.b 
A(a)-2-a-(9-a?) 
A(a)-18—6-a? 
0-18—6-a2, (a>0) 


a-y3 
A(Y3)-2.y3 İs-(v5 Yİ 


-12.y3 birim karedir. 





Cevap D 




















Uzunluk negatif olamayacağı için, bir önceki örnek- 
lerde, negatif değerlerin üzerinde durmaya gerek 
görmedik. 





ik .. 19 


yx 











yz—x-33 


ysxtövey--x t 3 eğrisiyle sınırlanan bölge- 
ye çizilen maksimum alanlı ABCD dikdörtgeninin 
alanı kaç birim karedir? 


21 17 11 
A) — — C 
) B) 5 )8 D) 6 E) ii 
Gözüm 
1. Yol 


C noktasının apsisi a ise, D noktasının apsisi de a dır. 


D noktası y - -x 4 3 doğrusunun üzerinde olduğu için, 
ordinatı —a * 3 tür. 


Buna göre, 


|İDC|--a3 olur. 
JAB|-Ipc| 


olduğu için, A noktasının ordinatı da —a -- 3 tür. 
Şimdi bu noktaya karşılık gelen apsisi bulalım: 


A noktası y — x $* 5 doğrusunun üzerinde olduğu için, 
ordinatı —a -- 3 olan noktanın apsisi, 


—a13-x-5S5isex--a-2dir 


Buna göre, 


|OB|<-a-2) ...(1.) 


|OC|-a 
BC|-|0B/4J0c| 
-2a42 olur. 


Uzunluk negatif olamaz. OB uzunluğunu belirlerken, Ox 
ekseninin negatif değerlerine karşılık geldiği için, (5x) 
daki satırda (-a — 2) nin önüne eksi işareti koyduk. 


ABCD dikdörtgenin alanı: 









































çarpımıdır. Buna göre, hacim: | 


























A(ABCD)-|BC|-|Dc| | |DC|JDF|*|Fc| JAPJ- xP o Ef | 
İ İ 
A(a)-(2as2)-(-a*3) pe * İ 
A(a)-2(-a43)4(-1)-(2a42) | çi ula) -vx* 42 -6x49 dur. © Ho)-(6-2x)'-x, (0<x<8) 
> (4 Yİ <2 (A) : © H(x)-2.(6—2x)-(-2)-x41 2 
A(a)-—-4a44 yay İXİ 42x—6 Ni )-(2)-x11-(6—-2x) 
-6-2x> olur. Wlğ M5 a 
0--4aş4 isea-idir. | 2x) Xİ 4x2 -6x49 | 0-2.(6—2x)-(-2)-x11-(6—2x) ise, 
A(1)-(2-142)-(-143)8 birim karedir. |LCİsJOF|<x ğe 4X3 42x-6 x>i1 veya x-3 tür. 
- 2; vVx$ ex? — > 
2. Yal |DC|-6-2x ise, 2NX' 4x —6x49 | vi 9 1 ğ 
i Ayi i 
Bu tür sorularda | AKLCD)-|LC|-|DG| 0<4Xx 42x-6 Hp | | ş ç zi 
KLM üçgeninin ala- Ni 0-2x3 4x-3 | i — 
nının yarısı, üçgen AL | ço) ED en | km“ 
içine çizilecek mak- e en xz1 | — 
simum alanlı dik- ABCD dikdörtgenin alanı: olduğunğiz Yerel 
dörtgenin (ABCD A-2-.A(KLCD) eni maksimum 
dikdörtgeninin) ala- JAP) -u(1) i ii 
rt ez v5 Tini verir. y Xx 4 5 -2-x-(6—2x2 ) | ES x < 3 olduğundan tabloda (0, 3) aralığı incelenmiş- 
ile y--x*3 ün -y1 42 —6. 
kesim noktası K(-1, 4) olduğundan KİN Ecenin yük- A(x)-2-x-(6-2x5) şi 89 İ * Değisi emi Meri 
, Ç N eğişim tablosundan da görüleceği gibi H(x) maksi- 
sekliği 4 ve |OL| — 5, |OM| <3, A'()212-12.x2 -Ny5 tir. i o mumdeğerinix—idealır. 
IML| < |OM| # OL| > 8brdir. en Cevap E (| Bunagöre,hacimençok, 
Buna göre, ABCD dikdörtgeninin alanı en fazla, 
g g x—1 © HO) x(6-21)7 1 
4-8 2 | 
2 A(1)-2-1.(6-2-17) | -16 m? tür. 
AM. 2 gp gir ii i 
ga” ş | -8 birim karedir. | 5 
evap C 


Cevap C 


Cevap C 


Ül .. 20 | 


yx2-2vey - 4x eğrisiyle sınırlanan bölgeye | 
çizilebilecek maksimum alanlı dikdörtgenin alanı o | 
kaç birim karedir? 








Uzunluk negatif olamaz. 


Bir önceki örnekte FC uzunluğunu belirlerken, Oy ek- 
seninin negatif değerlerine karşılık geldiği için, (#) 
daki satırda y, nin önüne eksi işaretini koyduk. 


| | Kay .. 23 


As8J2 Bey G8 D6 4 Üs 
mek.. 22 . o Yarıçapı 4 birim olan küre içine çizilebilecek maksi- 





mum hacimli silindirin hacmi kaç birim küptür? 





Bir kenarının uzunluğu 6 m olan kare şeklindeki bir saç 











Çözüm o ( levha, köşelerinden bir miktar kesilerek üstü açık dik- | ai e 
Ya Parabollerin tepe nokta- diş ya 21 dörigenler prizması şeklinde bir kutu yapılacaktır. | A) sz B) rx leley C) 7:200-N38 
el ii | 9 9 
| ları Oy ekseni üzerinde | K : e İ 
4 : 7 utunun hacmi en cok kaç m3 olabilir? 
olduğu için, şekil Oy ek- | y Yandaki şekilde y - x $ ie | p) E-256-3 e 
senine göre simetriktir. — | ya fonksiyonunun grafiği ile )— p——— 












A)8 B) 12 C) 16 D) 18 20 9 9 


ilmiştir. 
- Bunun için, KLCD dik- A(3, O) noktası verilmiştir. 


dörtgeninin alanının iki | Pey) Grafiğin A ya en yakın 
katı istenen sonuç olur. | | - noktası P olduğuna 

| göre, JAP| kaç birim 
dir? 








yx 








F noktasının apsisi x olsun. Buna göre, 





A1 B)Y2 o 23 D2 EY5 


OF |x olur. (x>0) 
3 


Şekilde görüldüğü gibi, DC uzunluğunun bir kısmı Yı 
parabolüyle; bir kısmı y, parabolüyle belirlenmiştir. Gözüm 





Köşelerden kesilecek parçanın bir kenarı x m olsun. Bu 
durumda oluşacak üstü açık dikdörtgenler prizmasının 
(kare dik pirizma) hacmi, taban alanı ile yüksekliğin 


1 |DF|-yı İ ys xolduğuiçin P(X y) > P(x, x) dir. 
li |FC|<ya olsun. .  Bunagöre, AP uzunluğu: 





j 
| 
li 
İ 
; 
li 
| 
li 
i 


O, kürenin merkezi ve silindirin yüksekliği h birim olsun. 


















































|ok|-2 olur. 


OBK dik üçgeninde diklik bağıntısını yazalım: 


Silindirin hacmi: 


H.R? -h 


2 
Hm 16-1 in 


3 
Hun) 


2 İl 
Ya | 


2 
o-x(16-) , (h>0) 





MEE-EN 
3 
ES) 
H(h)—z- g2 > 
a birim küptür. 


Cevap D 


Gam . 24 


Yarıçapı 4 birim olan kürenin dışına minimum hacimli 
koni çizilecektir. 


Koni, küreye yan yüzlerinden ve tabanından teğet ol- 
duğuna göre, koninin yüksekliği kaç birimdir? 


A)12 Bis G16 Dis 20. 


O, kürenin merkezi ve 
koninin yüksekliği h bi- 
rim olsun. 


|OH|-4 
JAH)|<h ise, 
JAo|h-4 olur. 


AKO dik üçgeninde 
diklik bağıntısını yaza- 
lım: 





-C 


JAKE kof -1A0P 
JAKE 442 -(h-af 


Jakj<yın-4 -16 ... (#) 


AKO — KARB benzerliğinden 





|AK| |Ko| 
TAHI TkBİ 
Ja me 4 
h r 
16h2 
“(h-ay? —16 
16h 


(AA) 


2 nin bu değerini hacim formülünde yerine yazarak s0- 
nuca gidelim. 





N x 32h-(h—8)—1-16h7 

(h-8) 

16h2 —256h 
(h-8) 


x 16h2 —256h 
3 (h-sf 





ox 16h5 -256h 

3 (h-s) 
0-16h2 —256h 

16h(h—16)-0 , (h>8) 


h-16 birimdir. 





A)1 

















Toplamı 120 olan iki doğal sayıdan biri ile diğe- 
rinin karesinin çarpımının alabileceği en bü- 


yük değer için, toplamı verilen sayılardan kü- 
çük olanı kaçtır? 


A)30 (o B)40 


EFiS5İ>—R 
İT) > 1—18x2 4 3x3 


olduğuna göre, 1(X) in alabileceği en büyük ve 
en küçük değerlerin toplamı kaçtır? 





A)-94 B)-70 ©) -21 D)1 E) 20 
A JAC|J<2br 
(BC| <3br 
E 5 Ee (4Bldir. 

Buna göre, EFCD 

dikdörtgeninin ala- 

ni en cok kaç birim 
B F c kareolabilir? 

5 
A)1 B) — o) 2 D) > E)3 


xX2—((—1)x41-3-0 


denkleminin kökleri m ile n dir. 


mn) 


ifadesi t nin hangi değeri için minimum değe- 
rini alır? 


BS g2 pi pa 


Z 


10) 1—2x—x2 


parabolü üzerindeki noktalardan koordinatları 
toplamı en büyük olan noktanın ordinatı kaçtır? 


A)1 


Bi 
4 


o 7 D) £ g2 


Yandaki şekilde, y - 2 
doğrusu ile y-4-—x2 
eğrisiyle o sınırlanan 
bölgede çizilebilecek 
maksimum alanlı dik- 
dörtgenin alanı kaç bi- 
Xx rim karedir? 





A3 B)1 e LALA 





ysx-12iley-—x-4 2 doğrusu ve x ekseni ta- 
rafından sınırlanan bölgede bulunan, iki köşe- 

si verilen doğrular üzerinde, iki köşesi de x 

ekseni üzerinde olan dikdörtgenlerden alanı 

maksimum olanın alanı kaç birim karedir? 


A) 1 


B)2 


Cc) 3 D)4 E)8 


Yandaki şekilde, alanı 12 cm? 
olan dikdörigen çerçevenin 
içine alt ve üst sınırlardan 1,5 
er cm ve yanlardan 0,5 er cm 
uzaklıkta olacak şekilde bir 
manzara resmi yapıştırılacak- 
tir. 





Buna göre, yapıştırılacak resmin alanının en 
büyük değeri kaç cm? dir? 


A3 B4 OMN2 Dale 6 



































(© - sina) - (4 * sina) 


çarpımını en büyük yapan o açısı aşağıdaki- 
lerden hangisi olabilir? 











A)90* B)180* C)210* D)270 E) 300” 
| 
10. 
D.—— EC Yarıçap uzunluğu i birim 
olan yarım çemberin içine 
N şekildeki gibi ABCD ya- 
muğu çiziliyor. 
A o B 
Buna göre, yamuğun alanı en cok kaç birim ka- 
redir? 
A) 33 B) y3 GC) y3 
4 2 4 
p 8. g2. 
6 16 
| 11. 
i A 
hi | 
ji B D H E Gc 


N 
| Şekilde ABC bir üçgen ve DEFG dikdörtgen, 
| (AHI 1 (BC) 

ii JAH| s3 birim 

(BC| 6 birim 





Lİ olduğuna göre, DEFG dikdörtgenin alanının en 
büyük değeri kaç birim karedir? 


M4  B) DS 














Bir kenarının uzunluğu a 
birim oolan şekildeki 
ABCD karesinin sırasıyla 
BC ve CD kenarları üze- 
rinde değişken K ve L 
noktaları alınıyor. 


|cL| 


BK | —— 
|BKi 


olduğuna göre, AKL üçgeninin alanı ABCD ka- 
resinin alanının en az kaç katıdır? 


DE. 8 


©|W 


13. y? - 2x parabolü üzerinde A(i, 2) noktasına en 
yakın olan noktanın apsisi kaçtır? 


Az BV4 e) Yaz 


92 D) 


ele 


14. Yarıçapı 1 birim olan çember içine çizilebilecek 
en büyük alanlı dikdörtgenin alanı kaç birim ka- 
redir? 


; 
AZ DE 83 


15. Yarıçapı 4 birim olan küre içine çizilebilecek eh 
büyük hacimli koninin yüksekliği kaç birimdir? 


D) E) 





















1. 
Bu sayılardan biri x ise diğeri 120—x tir. 
(0<x<120) 
120-—xile x in karesinin çarpımı 1(X) olsun. 
10) — (120—x). x2 
TO) > 120x2 —x3 
T(0) > 240x—3x2 
0 — 240x-—3x7 ise x-Oveyax-80dir. 
10) - 240—-6x ise, 
f(0)-240>0diır. 
1(80) -—-240<0dır. 


Birinci türevin tek katlı kökü, ikinci türevi negatif 
yaptığında f(x) in o noktada yerel maksimumu vardır. 


x- 80 defonksiyon en büyük değerini alır. 


Buna göre, sayılardan büyük olanı 80 ise küçük olan 40 
tir. 











Cevap B 
2. 
TO) — 1—18X2 4 3x3 ise, 
(0) > -36x 4 9x2 
0-—-36x-4 9x ise, 
xzOveyaxz—4tür 
X j- —İ 0) 4 5 & 
le 0 —- Ş 
©) —3 | se | — | — a 
Artan a tan ” 
2g. 1 Pele Artan söz 
ZEN Ne? 
Yerel Yerel 
maksimum minimum 
nokia nokia 


oXelf-i,5J olduğundan yukarıdaki tabloda sadece 
İF, 5) aralığı incelenmiştir. 


nin uç noktalardaki değerleri ve ekstremum değerle- 


(1) -—20, (5) -—74 
, İ(4) —-95 


olduğuna göre, 

















il, 5) > R olmak üzere, f nin alabileceği en büyük 
değer 1, en küçük değer -95 tir. 


Buna göre, en büyük değer ile er küçük değerin top- 


lamı, 
14 (95) — —94 olur. 
Cevap A 
3. 
A İDC| <xbr 
|ED| — ybr olsun. 
E (BGC| -3br, 
D 
JAC| —2br 
Xx 
lAD| — |AC|-|JDc)| 
B E c — (2-x) br 
pa pa 
AED — ABC 


olduğuna göre, 








JED| |Ap| 
|Bc| laci 

y 2-x 

3 2 

| 6-3X z 
mir - (A) 


A(EFCD)—x-y 
Ab) EZ) 


6x—3x2 
2 

A(x)-3—3x 
0-3—-3x 


Xx-1.. (XX) 


baz 
2 





A0) 








ve Xx 1 ise y — 


. 3 . 
ise ye, dir. .. (ik) 


Bu durumda, şekildeki dikdörtgenin alanı en çok: 



































A(EFCD)-x-y 


vE 
2 


-; birim kare olur. 








Cevap B 
4, 
Xx —(£6—-1)x4-1—-3-0 denkleminde, 
YA 
Jm—n|x— 
lal 
Vi-1 -4-1.(t-3) 
GN AM 
7 
- Yi? -6t413 tür. 
: 21-6 
HYE? -6t113 ise f(t)- 
çi 2112 -6t413 
i t—3 : 
ise İ(t)- dir. 
2 -6t413 
t—3 


f(t1)-0 ise —— ——— -O 
2 -6t413 
ise t—3-0 
ise t-3 tür. 


Buna göre, f'() nin değişim tablosunu oluşturalım: 








t İ-x ME EE 
tb) 5 ) zi 
Mr mk | 
Azalan (oo Artan 
Mutlak 
minimum 


Bu durumda, t — 3 iken f(t) en küçük değerini alacaktır. 
Dolayısıyla, t -3 iken |m —n| minimum değerini alır. 


5 Cevap E 


5. 
P(x, yı) noktası parabol Üz&- 
i i rinde olsun. 
Ni y —İ6) > 1—2x—x ise 





> y,z1-2x,-(64)dir 


Afx,, Yı) > X, * yı olsun. 


Bu durumda, 


AÇ) ——)-2x, 


0 - -1 2x, ise 
X4 Ea dir. 
2 
5 7 
X4 ri ise Yı 577 olur. 


Buna göre, Yı Z iken koordinatlar toplamı en büyük 


değerini alır. 
Cevap C 


K(a, 4 — a?) noktası parabo- 
lün üzerinde olmak üzere, 
grafikte görüldüğü gibi, dik- 
dörtgenin eni 2a birim, boyu 


4-a2-2-2-a” birimdir 





(0<a<2) 





Buna göre, dikdörtgenin alanı: 


A(a)-2-a-(2—a? ) 
-4.a-2.a5 tür. 


A'(a)-4—6-a? ise 0-4-6-a” 
ise a © olur 
i Tg . 


Bu durumda, maksimum alanlı dikdörtgenin alani, 


A(a)-4-a-2-a3 


KERE) 


3 3 3 
LAS , 6v6 
© 3 27 


8/6 


“a birim karedir. 











7. 
1. Yol 


yax*t2iley——x * 2 doğrusu ve x ekseni tarafından 
sınırlanan bölgede bulunan, iki köşesi verilen doğrular 
üzerinde, iki köşesi de x ekseni üzerinde olan dikdört- 
gen aşağıda gösterilmiştir. 








ys x*12 


G noktasının apsisi a ise, D noktasının apsisi de a dır. 


D noktası y - —x * 2 doğrusunun üzerinde olduğu için, 
ordinatı—a * 2 dir. 


Buna göre, A noktasının ordinatı da —a * 2 dir. 
Şimdi A noktasının apsisini bulalım: 


A noktası y — x * 2 doğrusunun üzerinde olduğu için, 
ordinatı —a * 2 olan noktanın apsisi, 


-at2-x12isex--adır. 
Buna göre, 
|BC|-|0B|4|0C|-asa-2a olur. 
ABCD dikdörtgenin alanı, 


A(ABCD) -|BG|-|DG | 


v 


A(a)-(2a)-(-a12)--2a” ş4adır. ... (X) 
A(a)--4a14 
0--4aş4 


> 


a-ilolur. 


Bu durumda, a — 1 için dikdörtgenin alanı en büyük de- 
ğerini alır. Buna göre, en büyük alanlı dikdörtgenin 
alanı, 
A(1)—-2.E 44.1 

--244 


2 birim karedir. 





Bu tür sorularda KLM üçgeninin alanının yarısı, üçgen 








| 


içine çizilecek maksimum alanlı dikdörtgenin (ABCD 
dikdörtgeninin) alanını verir. y — x * 2iley-—x-2nin 
kesim noktası K(0, 2) olduğundan KLM üçgeninin yük- 
sekliği 2 ve |OL| — 2, |OM| —>, 
İML| <|OM| * |OL/ -4brdir 


Buna göre, ABCD dikdörtigeninin alanı en fazla, 


2.4 
— ———. 

AKIM) 2 
2 


—--2 br? dir. 
2 


Cevap B 


Dıştaki dikdörtgen ABCD ve iç- 
teki dikdörtgen KUMN olsun. 


JAB|— xve 

|BG|< y alalım. 

Bu durumda, 

IKL|& x—1 

İML) <y-3tür. 
ABCD dikdörtgenin alanı: A(ABCD) —x- ydir. 





KLMN dikdörtgenin alanı: A(KLMN) — ( — 1)(y —3) tür. 


12-—x-y ise 


A(KLMN) ifadesinde y yerine 12; yazıp, alanı A(x) ile 
Xx 
gösterelim. Bu durumda, 
A(KLMN) -A(x) 
A) -(x-1-/ Za) 


X 
Abel yy li 
X X 


A) 3412 
x2 


0-842 ise X-—-2 veya x-2.dir. 
Xx 


Uzunluk negatif olamayacağından x — 2 dir. 
x2içiny — 6 bulunur. 


Buna göre, resmin alanının en büyük değeri, 


A(2)-(2-1-( 2-3) 


2 


-3 cm” olur. 


Cevap Â 






































7 











9. 
1. Yol 
(2 - sina) - (4 $ sina) - 8 — 2sina — sinZa 

— (sinZa * 2sina — 8) 
> -(sin2a - 2sina * 1—1-8) 
— -|(sina * 1)7 -91 
> -(sina * 1)7 *9 

olur. Verilen çarpımın en büyük değerini alabilmesi için 


(sina * 1)7 ifadesinin değeri en küçük olmalıdır. Bu ifa- 


denin üssü 2 olduğu için değeri en az O (sıfır) olabilir. 
Buna göre, verilen ifadeyi en büyük yapan a değeri, 
sind. * 1 - 0 koşulunu sağlayan a değeridir. 
sina. - 1 20 ise sina -—İ 

a - 270* 4 k. 360" dir. 


k - 0 iken a - 270" olur. 


2. Yol 


T(a)-(2-sina(4 4 sina) <8 -2sina -sin” a İse, 
T'(a)--2cosa -2sinacosa olur. 
T'(a)0 ise —2cosa-2sin«cosa -0 

ise —2cosa(1ssina)0 


ise (Cosa <0 veya 1#sine -0) dır. 


cosa -0 ise a -90*4360*-k (keZ) 
14sina -0 ise a -270'4360'-k (keZ) 


cosu — 0 denkleminin çözüm kümesinde k > O alınırsa 
au -90 olur. 

(© - sina) - (4 * sina) denkleminde & — 90“ alınırsa, 
(© -sina) - (4 * sina) - (2 — Y-(44-1)25 olur. 


1 $ sina - 0 denkleminin gözüm kümesinde k - O 


alınırsa a - 270 olur. 
(© - sina) - (4 * sina) denkleminde a — 270” alınırsa, 
(© - sina) - (4 * sina) (2- (<1): (4-1)-9 olur. 


Buna göre, (2 — sina) - (4 * sina) çarpımını en büyük 


yapan a. açısı 270" olabilir. 


Cevap D - 


Merkezden kirişe inilen (çıkılan) 
dikme kirişi eşit iki parçaya bö- 
ler. Bu sebeple (OH), (DC yi 
eşit iki parçaya böler. 





|)DH|Js|HG)|<x 


|HO)|<h olsur. 
Buna göre, CHO dik üçgeninde pisagor bağıntısından, 
|cH HHof -|cof 


x2 sh? <P 


/ 


) 


h—y1-x olur. ... ( 
Bu durumda, yamuğun alanı, 


Mason)  (12<1*12801 


(0x12)-h . 
mm ———— İS 
2 


A (xy 1x2 dir. ... (XX) 


e, 


Buna göre, 
A(x)>(Xx41)-1)1—x2 ise, 


Ayta 4 — 2 at) 


2y1-x2 


x2 — —X 


AGE 
İİ 
2 
g 2x oXxtİ 
1—x2 
0—2Xx2 4Xx—1 


0-(x41)(2x—1) olur. 
x41-0 ise x-—İ dir. 


2x—1-0 ise PL dir. 
2 


x uzunluk olduğundan negatif olamaz. Buna göre, ya: 


muğun alanı en çok 


v3 
2 
y3 


7 birim kare olur. 






























JAH| x3br, |BC| - 6br, 

İDE| > |GF| —x ve 

|IFE| — |PH| > y ise JAP| >3-y olur. 
1. Yol 


AGF ve ABC üçgenlerinin benzerliğinden, 


AP| |GF| 
(AH) 1BC| 
3-y.x 
3 6 
xs6—2y dir 


A(DEFG) —x.ydir. 
A(DEFG) -A(y) 
A(y)-y-(6-2y) 


A(y)-6y—2y” 
A'(y)-6-4y 
0-6—4y 


Y-3 ise xz-3 tü 
> — r. 


Buna göre, dikdörtgenin alanının en büyük değeri, 


ADEFG)-3-2 


gi 
ri birim kare olur. 


2. Yol 


Bu tür sorularda ABC üçgeninin alanının yarısı, üçgen 
içine çizilecek maksimum alanlı dikdörtgenin (DEFG 
dikdörtgeninin) alanını verir. Buna göre, DEFG dikdört- 


geninin alanı en fazla, 


Cevap B 














IBKİ| — x br ise 
a-X |cCL| —3xbrdir 
K Bu durumda, 
|CK| <a-—-x br 
ILD| sa—3x brolur. 





A(AKL) - A(ABCD) -JA(AKB) - A(LCK) -A(ADL)JI 


Re 4 N 3x-(a—x) > Ae) 
2 2 2 











A) a? e Ha” —3ax 
2 
2. 2 
AE aXx13X 
2 
; 6x—a 
A() 
() n 


0-6x—a ise x-7 dır. 


AKL üçgeninin alanının en büyük değeri: 


sf 


sila” 


olur. 
24 





ABCD karesinin alanı a? olduğundan AKL üçgeninin ala- 





ni ABCD karesinin alanının en az al katıdır. 
24 


Cevap A 


13. 





P(x, y) parabolün üzerinde ise e dir. 
“2 


(e) 


A(i, 2) parabolün dışında nokta olsun. 


P(X, y) ile A(1, 2)noktaları arası uzaklık 


JAP |xd-y(X-1)2 4(y-2 dir. 


Buna göre, |AP| uzunluğu 









































2. Yol 


Bir çember içine çizilebilecek en büyük alanlı dikdört- 






dy|(x—1 #(y—-2) 





1. eli acm ve 6 — sa) cm olan dikdörtge- 5. AveB noktaları Ox ekseni üzerinde, Bve C nok- 
nin alanının en büyük olabilmesi için a kaç ol- * | taları x - 6 doğrusu üzerinde ve D noktası 





y? ? ” gen karedir. 
d(y)5 | i *(y-2) N malıdır? | 
2 Buna göre, ABCD kare olmalıdır. Y—XXx eğrisi üzerinde olmak üzere şekildeki gibi 
| 2 : 
| JAB|-|BC| BUNE A 8 B)3 vü ABCD dikdörtgenleri oluşturuluyor. 
3 


yi 
d(y)- am 


a2 b? -22 ise b-y4-a? dir. 




















İ 
3. 
yy — ER | 
la a aa a 
2 — -4y15 | a-ya—a” ise a”-4—a | | 
| ise a-v2 dir. | | 
İ 


O0-y3 —4 ise y- VA tür. 
Buna göre, yarıçapı 1 birim olan çember içine çizilebi- 


lecek en büyük alanlı dikdörtgenin alanı, 





| 
| 
Bu dikdörtgenierden alanı en büyük olanın ala- 
: 
! 







































Buna göre, i 
(e £ 8 Va) ise x- YE dir . Ne.Ja-2b3 dir. 2. x ve y pozitifiki reel sayı olmak üzere, ni kaç birim karedir? 
ve © ; 2. 
Cevap A iy ari A) v2 B)2v2 o) 32 
evap olduğuna göre, x-y en çok kaçtır? | 
| ” | D) 4v2 E) s2 
| A) v2 B) 2/2 o) 3YZ | 
İ i 
io 15. D) 42 Esya. 
B O, kürenin merkezi 
| (BO| - |OAJ < 4cm 
(ACI, koninin taban yüzeyinin 
|AB|-a | çapı olsun. 
|BC|<b olsun. | JHAJ —r alalım. | 
z : ! 
a? «b? -2” ise, (BH) 1 JACI i 6. Xx pozitif reel sayı olmak üzere, 
b-y4-a2 dir. |OH| <xve |BH| <-h—4*tx tir. 3. xvey birer pozitif reel sayı olmak üzere, > 1 | 
i | X— i 
PE i o OHAdik üçgeninde pisagor bağıntısını yazalım. x*-yz4 İ Xx 
. YO | 
| e e & E ifadesi en az kaçtır? 
Dikdörtgenin alanı A(a) olmak üzere, We ii olduğuna göre, Vx *Jy en çok kaçtır? i 
i o vekoninin hacmi: | 1 
Aza-b ise. İ > : i A) — B) 1 
li | NM A1 B2 OYy341 DAYE 3 | ri ) ON2 D2J2 Ba 
| A(aj-a-Y4—a? dir.Budurumda, ği | isis 
ii İ l S a 
(| | pi Ye 
| Açay-ıla—a? .—— a Ho) zem(16-x (dex) | : 
il 2-Ja-a? vi | 
Ni İ | 
ii n | 2 © O HOY—E.(64416x—4x2 —x3 | 
İl Açay-t-a—a? -—— | GN ) 
| a—a” : Tr 2 
| - © H'(0)>İ.(16-8x-3x5) e 
| DE (4—a” )—a” | 3 il Zet | 
vYa—a? | 0 - 5-116 —8x—3x2) ise x-—-4 veya x>5 e | 
ge 1728 (0 <a <2) | m ei > fx) sa:sinx # b. cosx | 7. Bir kare prizmanın; taban ayrıtlarından biri a cm 
pa x>0 olduğundan Xx eri r. Buna göre, e en büyük değerini alması için ve yüksekliği h cm olmak üzere, aZ-h-adır 
i nx in değeri aşağıdakilerden hangisine eşit | | P bei EN 
9—4-2a? | ağ edi. olmalıdır? ü m Bu prizmanın hacminin en büyük değeri için bir 
3 3 | taban ayrıtı kaç cm olmalıdır? 
a—yj2 dir. ; 
Buna göre, koninin hacmi maksimum değerini aldığın” A) a B) b ” 1 1 2 3 
Buna göre, yarıçapı 1 birim olan çember içine çizilebi- eh in vie 16 b a ) mi B) Ei C) 3 D) 
lecek en büyük alanlı dikdörtgenin alanı, 4 ZERK ein gn olur. 
| 
Aly2)<yz laz -ye le -2 b dir. | | 
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. Bu durumda, 


B(x) olsun 


lüm 


k koşuluyla bö 


lünme 
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iletam b 


yn 


inomu (X 42 


PO pol 
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L.... (1 
lalım 


O dı 


PC) - 


Bu durumda 
PO) pol 


türevini a 
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ınomun 
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Bu durumda P 
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iyorsa, 
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ni. 
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fadeyle P'( 
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Urevi 


r.) 


di 
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ÜTmek e 1 


P() polinom fonksiyonunun türevi P'p4) ve 
PO) — P'0) -3x2—-2x-5 


olduğuna göre, P(4) in kat sayılarının toplamı kaç- 
tır? 


A)5 B) 6 07 D)8 E)9 
Çözüm 
PO) polinom fonksiyonunun türevi P'() ve 
PO) — P'0) > 3x2 —2x-5 
olduğuna göre, P() ikinci derecedendir. 
PO) sax? *bx*c alınırsa 
P(x) -2ax4b olur. 
Buna göre, 
PO) — P'0) > 32-2x-5 
a? ibx4c—(2ax 4 b) -3X2-2x-5 
ax? 4 (b —2a)x 4 c-b - 3xX2—2x-5 olur. 
Polinom eşitliğinden, i 
a-3, b-2a--2, c-b--5 tir. Bu üç denklemden, 
a-3,b4,c--—1 bulunur. 
PO) zaxXtbxtc 
> 3X2 4 4X—1 
olduğuna göre, P(x) in kat sayıları toplamı 
3444(-1)z6dır. 


Cevap B 


tai wd i 


PO) > mâ 462-1 


polinomu (x * 1)2 ile tam bölünebildiğine göre, 
me.n çarpımını kaçtır? 
14 
— E)8 
B) 1 D) â ) 


AZ c)4 


Çözüm 


Bu soruyu polinomlar konusunda çözdük. Burada bir 
başka yaklaşım ortaya koyacağız. 





PO) xm8 46x #n polinomu (X * 12 iletam bölü- 
nebildiğine göre, P(-1) < G ve P'(-1) 20 dır. 


Pp) > m3 - 6x2 -n ise, 


P'p) <3me 4 12x tir. 









PA) <> m: (-1)3 4 6(-1)2 —n 
0--m46-n 
mins6dı.... (#) 
P'(C1) x 3m. (1)2 # 12: (1) 
0o-3m—12 
mz4tür... (£X) 
(m-4-nz6 ve m 4)ise,n-2 dir 
Buna göre, m-nz4.2-8dir. 


Cevap E 


| Ürek 5 


PO) — ax 4 12x3 4 bx2 $ cx polinomu (2X *w ile 
tam bölünüyorsa, a ile b arasındaki bağıntı aşağıdaki- 
lerden hangisidir? 


B) 3a42b-36 
D) 3a 4 2b 48 
E) 3a * 2b - 66 


A) 3a42b-12 
C) 3a * 2b - 46 


Çözüm 

PO) - ax! 4 12x3 -bx 1 & İse, 
P'(x) > daxi 4 36X 12bx 46, 
P“p) — 12ax2 4 72x 4 2b dir. 


P() polinomu (2x * 1) ile tam bölünüyorsa, 


3a42b—36-0 
3a42b-36 dır. 














Ümek .Ğ 


PO) <axi b bx2 4x4 19 polinomu (x * 3)3ile 
bölündüğünde elde edilen kalan —2x * 1 dir. 


Buna göre, a: b çarpımı kaçtır? 


A) 1 B)2 C)5 D) 6 E) 12 
Çözüm 


Pe) polinomu (x * 3)2 ile bölündüğünde elde edilen ka- 
lan —2x * 1 ise PO) 4 2x—1 polinomu (x * 3)2iletam bö- 
lünür. 


00) — PÇ) * 2x-1 olsun. 
Bu durumda 
0(3)z0,0'-3)-0diır. 
00) < PO) F2x-1 
O) ad ibstb2ix1s1942x-1 
O) -4ax3 43bx2 4 2bx414042-0 
04-3) - -108a 4 27b -6b 43 i 
- —08a * 21b *3 
0-—36a*47b *1 
36a-7b-1dir.... (<X) 
0) -a4böibx2?4x41942x—1 
03) > 81a-— 18b *9 
0-81a—18b 49 
0-9a-2b41dir.... (kik) 
(Sx) ve (xxx) daki denklemler çözüldüğünde, 
aziveb—5bulunur. 
Buna göre, 
a.b-5tir 


Cevap C 


mek 5 


P(X) — ax5 4 2x3 -3x2 4 bx * cniniki katlı bir kökü 
z 2 olduğuna göre, aşağıdakilerden hangisi daima 
doğrudur? 





A) 8a-21b-12 
C) 108a—21b-3 


B) 108a-21b-2 
D) 80a-2ib-4 
E) 80a4b412-0 











Çözüm 


P() in iki katlı kökü x — 2 ise PO), (X—2)Ziletam ola- 
rak bölünür. 


Bu durumda P'p4 te x — 2 ile tam olarak bölünür. Yani 
P(2) -Odır. 


PO) sa 12x3-82 4bxtc 
P'0) -5ax5 46X2-6x41b 
P'(2)-80a424-124b 


0-80a4*-b-*12 
Cevap E 


Türevin uygulamalarından biri, limit hesabında kullanıl- 
masıdır. Bir fonksiyonun Xx - a noktasındaki limiti hesap- 
lanırken karşımıza çıkan, 


© a o—o, 0:w, r, leşi 9 
0 w 
belirsizlikleri, 


0) © 

0 veya > 

belirsizliklerinden birine dönüştürülerek, U Hospital Ku- 
ralı yardımıyla kolayca sonuçlandırılır. 


Bu kuralın aslında John Bernoulli'ye ait olduğunu bi- 
liyor muydunuz? 1694 yılında John Bernoulli (1667- 
1748), soylu bir Fransız ailesinden gelen ve amatör bir 
matematikçi olan eski öğrencisi L'Hospital (1661-1704) 
ile bir anlaşma yapar. Bu anlaşmaya göre Bernoulli, L" 
Hospital için problemler çözecek ve onu analiz (calcu- 
lus) konusundaki güncel gelişmelerden haberdar ede- 
cek, buna karşılık olarak L' Hospital kendisine yılda 


300 pound verecektir. Bu problemlerden birisi de o 


problemi olarak bilinen limit problemidir ve anlaşmaya 
göre Bernoulli bu problemi çözer. L' Hospital 1696 yı- 


lında analiz notlarını bir kitap halinde yayınladığında 9 


kuralı da bir teorem olarak bu kitapta görülür. Ancak | 
Hospital, kitabında bu kuralın Bernoulli'ye ait olduğunu 
belirtmiştir. Ayrıca kitaptaki tüm malzemenin kendisine 
ait olduğu izlenimini vermemek için de kitaba kendi 
adını koymamıştır. Fakat yine de Bernoulli, L'Hospital'i 
kopyacılıkla suçlamıştır. Bu suçlamadan haberdar olma- 
yan yayınevi L'Hospital'in ölümünden sonra, kitabi 
L'Hospital'in adıyla tekrar yayınlayıp yangına körükle git- 
miştir. Ancak yakın geçmişte, tarih Bernoulli'nin iddiası- 
nı kabul etmiştir, ama kural yine de L'Hospital Kuralı ola- 
rak anılmaktadır. 








mum msm —— e e — 













































































2. Herxe (a,b)içing()#0 


3. celfa,b) lim f()< lim gx)-0 
Xx—>G Xx>G 


4. lim O) ise lim Lİ dir. 
x3cg(x) x>c gix) 


cg) 
bir daha uygulanır. 





1. fveg, (a, b) aralığında türevlenebilir olsun. 


Eğer, lim LALA de > yada 2 ise yukarıdaki kural 
x> (0) © 








A. < BELİRSİZLİĞİ 





mek ,. 6 





limitinin değerini araştıralım. 


Çözüm 


Bu sorunun çözümünde, kesirlerin sadeleştirilmesi yön- 
temini kullanabiliriz. (Bu yöntemi Limit konusunda ver- 
dik.) Konuyla ilgili olmadığı için bunu burada vermeye- 


ceğiz. 


Xx -16 , 29-16 





w Hospital kuralını uygulayalım: 








O Xİ -16 | 4x5 -0 
lim x lim —— 
Xx2 y2. 4 Xx—2 2x—0 
42 
2-2 


z8 olur. 











ei .. 2 








Dam 2 5 
im, — im X 5X2 48x-2 
#52 EK er 


limitini bulalım. - limitinin değeri kaçtır? 


e 117 53 39 41 
özüm A) — BŞ o— > 8 
Ç | 1 > ii VB. 
Bu sorunun çözümünde, kesirlerin sadeleştirilmesi yön- 
temini kullanabiliriz. (Bu yöntemi Limit konusunda ver- Çözüm 
dik.) Konuyla ilgili olmadığı için bunu burada vermeye- 
ceğiz. 
im X <5vE 184-2 8-5-3? 00-2 
x3 Vx#6-3 N34-6-3 


2. Ae. 
im <2. 2 -İ..9 pelirsizliği 


x2 xy -2x 22-22 o 


-— dır. 
L' Hospital kuralını uygulayalım: 0 
U Hospital kuralını uygulayalım: 











ilm X3 K5X2 46X42 
x3-İ  x2 44x43 


limitinin değerini araştıralım. 


Gözüm Cevap A 
Sİ 45X2 46x42 (<1 #5-(-1Y t6:(-1)12 


X—-1  x2 44x48 (102 44(-1)43 


2 dır. 
(0) 


5 ai 8 gg. 2348 
| 
| 
| 
| 


V Hospital kuralını uygulayalım: 
mek .. 10 


tan8x 
x>0 tan2x 


im Xİ 45Xİ 46X12 3x2 410x46 
x>—İ X2 44X48 x>—İ 2x44 





— 2(-1)*4 
> j limitinin değeri kaçtır? 
-—— olur. 
€ zl 


1 
7 iri o) 1 Dp) 2 E)4 












LU Hospital kuralında 7 yada 2. belirsizliğini orta 
(es) 


dan kaldırmak için, yapılan işlemin: Payın türevini 
paya, paydanın türevini paydaya yazmak olduğuna 
dikkat ediniz. i : 


o 
-“ belirsizliği 
vü elirsizliği vardır. 






Hospital kuralını uygulayalım: 

































im 1a08X cos” 8X 
x>0tan2xX x>0 2 
cos? 2x 
8 
. cos” (8-0) 
2 
cos? (2-0) 
s 
li 
2 
1 
z4 tür 
2. Yol 
tanax a 
im z— di 
x>0 tanbx b di 
Buna göre, 
tan&x 8 
İ Âd tü 
x>0 tan2x 2 e 
Cevap E 
ty .. 11 
Xİ 6X2 412x-8 
lim —ğ—ğ— 
X2 Xİ -4x44 
limitinin değeri kaçtır? 
A) O B) 1 o) 2 D)3 E) 4 
Çözüm 
1. Yol 


Xİ 6x2 412x—8 23 -6.22412.2-8 


lim 
22 -4.244 


2  Xİ—-4x44 





dır. 


olo 


L' Hospital kuralını uygulayalım: 

 Xİ—6X 412x-8 3x2 -12 
a 
x>2 x“—-4x44 x—>2 2x—-4 


— 8-2 22412 
2.2—4 


dır. 


olo 


Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 









































için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 








© OXİ.EX2 412x-8 3X2 —12x412 
lim 2 im — 
x52 x2—4Xx44 x>2 2x-4 
,,, 6x-12 
z lim 
x2 2 
6-2—12 
2 
9 
2 
zO dir. 
2. Yol 
© Xİ-6x2412x-8 |  (x-2) 
lim << şim 5 
X32  X2-4x44 x>2 (x—2) 
lim (X-2) 
x—>2 
2-2 
z0 dır. 


Cevap A 





Uyari 





| Hospital kuralında belirtilen koşullar sağlandığı 
sürece, kural uygulanmaya devam edilir. 


Kai .. 12 


sin Zx) -4 
2 


x>1 COS(7X)4-1 


limitinin değerini hesaplayalım. 


Çözüm 


sin 2x) -1 sin——1 
ARİ... 2. 
x—1 COS(7X)*-1 Gosx*İ 


ii 
4141 





2 dır. 
o 


LU Hospital kuralını uygulayalım: 








A 7 7 
sin 5x)-4 Zcos( 5x) 
A... m EE, A 


x>1 COS(AX)*-1  x>1 —7SİN(7X) 





Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 
için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 


sin Zx) -4 
2 — 


X1 COS(7X)*1 x>1 


rc) 


B. > BELİRSİZLİĞİ 


ay .. 13 


i 
im — > 
X>o xd 4x2 -2 


limitinin değerini araştıralım. 


Çözüm 
: Xx «9 —co 
lim — — — > — 
X3oxi ix” 2 o ia” —2 
© 
-— dur. 
(> 0) 














U Hospital kuralını uygulayalım: 


3 2 
n Xİ —Xx : Z 
fim e lim ENİ 
Xa Xİ 4x3 2 X—>e3x2 42x 
302 —4 
Ba” 42 
- — dur 


Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 
için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 


; Ağ nn 3x2 
lim —— —— —— lim — —— 
Xİ 4x2 2 X>m3x2 42x 
6x 
- lim 
x3w6X412 
| Ge 
© 6042 








© 
-— dur. 
© 


İkinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 
için, tekrar L* Hospital kuralını uygulayalım: 


2 O 8x2 1 
— lim < — 
X—3x2 42x 
6x 
— lim 
X3w6X12 


im X 
Oy 4x2 -2 





.. 6 
— lim — 
x>w6 


- lim (1) 


X—w 


<1 dir. 


Bu soru, limit bilgisiyle kısa yoldan sonuçlandırılabilir- 
di. (Limit konusunda bu tür sorular çözdük.) Ancak, ko- 
nuyu örnekleme düşüncesiyle, yukarıdaki yöntemi ver- 
dik. 


Uygulama 

de 3 
lim —X im > im 1-1 
X0x3 4x2 2 x>oy xw 
Uygulama 

yö 
lim —İ SX lim SX jim (<x)-—co 


3 8 
— lim 22 -- lim (-x)z 


X3-oy2 4x9 X—-e y X—-o 








imi . 14 


OX 5X1 
X0 Xİ set —1 


limitinin değeri kaçtır? 


A) e B) 5 ey D) 1 


Xoxâşe*-i Gl 4g” 4 


., X45X n XxX 
lim > LE lim  2X45 
X0x3 şg* 1 X—ogy2 şe” 
2 
- lm ——— 
X296Xx4-e* 
zO dır. 
2. Yol 
 OXE 45Xx—1 2 | 1 
lim lim —— lim —- 
X30y34eX 4 x—ay x>oX 


du .. 15 





limitinin değerini bulalım. 


. 


Çözüm 


lim EDER dur. 


»() tanx © 
2 


U Hospital kuralını uygulayalım: 


E)0 


Cevap E 
















































gi 2 
lim <Oİ2X. sin? 2X 
«y İanx xY 1 
Ke 
2 2 COSİX 
< Tülü -2c0s” x 
Gİ sin? 2X 
pi 
Se si) —2c0s” x 
Gi (2sinxcosx)? 
İz 
ui -2c0s? x 
(2 Asin? xcos? x 
>lz 
N —2 
z lim 
N El 4sin? x 
> 
— —2 
4sin?2 
— —1 
2 


C.w:- 0 BELİRSİ 


NY 
li 
Gi 


düzenlemelerinden biriyle sonuca gidilir. 


ÜS nek .. 16 


lim (e i ) 
x>w 4x—3 


limitinin değeri kaçtır? 














41 
A)4 B) e C)1 eli 
Çözüm 
la Gİ 
lim e”. -w-0 dır. 
Xx>20 X — 
1 X 
im e*. — lim 
x>w 4X-3 x>e4xX-3 
© 
-— olur. 
© 





L' Hospital kuralını uygulayalım: 


e* 


xw 4X—3 


lim e. 
Xx2a0 








4x—3 
. e 

— lim — 

xw â 


zo dur. 


Cevap E 


Önek 17 


lim (x-Inx) 
x>0* 


limitinin değeri kaçtır? 


A)0 B) 1 C)e D) > E) w 


Gözüm 


lim (x-Inx)-O-c dur. 
x—0” 

im (xina) im 7 
x—>0” x>0” * 


U Hospital kuralını uygulayalım: 








lim (in) ilm 2 
x>0* x—>0* 1 
Xx 
2 
- lim — 
x—>0* ni 
ye 
- lim (-x) 
x>0İ 
-0 dir. 
Aşağıda 1(x) — xInx in grafiğini verdik. Bulduğumuz s0- 
nucu grafik üzerinde görünüz. 7 
İY 
1 
> 
o x 





Cevap A 













kay .. 18 


lim (& in) 


X—o 


limitinin değeri kaçtır? 


g) 1 
e 


A) O C) e 


Çözüm 


X—20 


lim (hesin kano dır. 





4 sin. * 
lim ( in?) im — 
Xx—>e X x>we İ 


vx 


0 
-— olur. 
(6) 


L' Hospital kuralını uygulayalım: 





4 sin— 
lim (çk sini | lim — * 
X—w X X—>w 





X—2a X—a X 


— lim (8)- lim (cos? 


-8-1-.0 
-0 dır. 


D.w—w BELİRSİZLİĞİ 


düzenlemesiyle sonuca gidilir. 





D)1 


) 


E) 





-lim xix 


X—© y? 


NE .. 19 


i 
i 
t 
i 
| 
i 
i 
i 
i 
! 
; 
j 
! 
i 
i 
i 
İ 
| 
i 
; 
i 





NR 
sin(7xX) cos) Ex) 
2 


limitinin değeri kaçtır? 





im 
x—1 


A) w 








B)1 Cc) 0 D) —1 Ee 
Çözü 
1 1 
ii sİn(7X) e 
Ke 7 cos) Ex) 

2 

7 i 

4 cos| Ex) sinde) 

lim el İN) z 





x-T) sin(ax) cos) 


L' Hospital kuralını uygulayalım: 


lim | — Ee NE 
*lJ sin( XxX 
x>1 (xx) cos| Ex) 





cos| Zx) sina) 





— lim 
eği sina): cos) Ex) 
2 
Tr . 7 
Esin Ex) a cosfax) 
z lim 
x>1İ 


ros). cos) Ex) -E. sin Zx). int) 


Esin l COS( 7-1 
os lr 





K-COS(7-1)-cos a3 i (5 ) inle» 
(7:1) (2 > Sin) 5-1 |: sin(x-i1) 











Cevap A 






























Çözüm 


| 1 1 
| li ———— İse—w dur. 
imiz m) 





4 
lim (ŞE - ) 
e il li | 1 1 in(x—2)—x43 
im | — —— —— — |> lim —— ——— 
limitinin eşitini bulalım. © x33İx-3 İn(x-2)) x>3(x-3):in(x—2) 
| -2 
.. e» (0) 


U' Hospital kuralını uygulayalım: 





lim Pa - : -w—c dur. 
xf X-1 sin(xr) 


se 0), 
Mai) al) 




















in(X—2)—x*3 














Çözüm 


15 
lim (14*-5x)X -1” dur. 
x>0 


15 
yz(14-5x)X olsun. 


15 
Iny—in(14-5x) * 


ny in(is 5x) . (#) 








l ; . o 15-in(145x) 
1 1 ) sin(Xx)—x-1 | lim (Iny) — lim — —— 
lim (| ————— | e İ x>0 x>0 Xx 
m sin(Xx) / x5r (X-1):sin(xx) | 4 - 
| —li 2 -— olur. 
22 e x—3 o 
0 | in(x-2)4> 5 
— L' Hospital kuralını uygulayalım: 
U Hospital kuralını uygulayalım: 1 / 
<a .. 15:in(145 
1 1 | de SE Si lim (Iny) — lim 15:n(i 5x) 
lim — | ins-oyu x>0 x>0 Xx 
xoştlx-1 sin(xn) | 3-2 N 
sİN(XE) -X #1 | 0 15-2 
— lim ————— — | -ç de. me a 
x1* (X—1)-sin(xa) İ x>0 1 
-i 7COS(Xr) -İ Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 15.5 
ge 1-sin( xx) * x(cos(xx)1(x—1) için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: . 145-0 
1 
rCOS(1-7)-—1 4 4 
KE e a MA LA -75 olur. 
1-sin(1:x) * 7(c0s(1-7)1(1—1) | i al im (x-2)2 
im > 
7COST —İ j x>3 X-3 x>3 1 X—2—Xx43 lim (Iny) - 75 
m — | in(x—2)5- —— — 5 yi Yy 
sinn * x(cosx)-0 | x—2 x-2 (x-2) Xx 
-n-1 4 inf e) eti 
İ — 047(-1):0 ş | N (3-2) ii © 
il -c dur. | GE 1 ik a 
| | 3-2” (3-2) 55 
| lim (14 5x) * e” olur. 
--— dir xx»0 
İ 
i 





E, 17,09, ©“ BELİRSİZLİKLERİ 





i nucagidilir 
| 
dye . 21 | 


lim (-ia) | kap .. ZA 
i x33İ Xx-3 In(x-2) 
i 15 


imitini ğeri ? lim (14 5x) X 
limitinin değeri kaçtır? im ) 


1 4 . “Em: pa . ? 
A) — B) > Gc) > p)E 3 limitinin değeri kaçtır 








A) 1 B) 5 C) 75 D) e“ 





İ ! Cevap E 


| Bu tür belirsizliklerde, e tabanında logaritma alınarak sO- 


Cevap E 








Limit konusunda verdiğimiz kuralın benzerini burada 
verelim: 


e, doğal logaritma tabanı olmak üzere, 
lim $(x)-0, lim g(x)-« ve 
x>0 x>0 

lim (f(Xx)-g(x)İL,(LeR) 

x>0 

ise 


lim (141(x))9() xe dir. 
x>0 























Uygulama 


Bir önceki örnekte sonucunu bulduğumuz iimiti verdi- 


ğimiz kuralla bulalım: 


15 


lim 5x-0, lim — —3io ve 
x>0 x>0 X 

” 15 

lim |(5x.— (75 

x—>0 X 

ise 








Tek 28 


lim xsinx 
x>0* 


limitinin değeri kaçtır? 


A)1 B) 5 6) 75 


D) e“ 





E) eg” 






































Çözüm 


lim xsi* -99 dır. 
x>0” 


yxShX* olsun. 


iny zInxi* 


İnysinx-inx ... (A) 


lim (iny) > lim (sinx-inx) 
x>0İ x>0İ 


inx 





' Hospital kuralını uygulayalım: 








il A Inx 
lim Iny lim, 7 
x>0” x»>0 
sinx 
1 
- lim —* 
xagt —GOSX 
sin? X 
—sin? x 


O xo* X-COSX 


o 
z-— Olur. 
o 


Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 


için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 





N o —SİN2X 

lim iny lim. 

x>0* x—01 X*COSX 
—2sinX-COsXx 


, —2sinO-cosÜ 
© 1cos0—0-sin0 
. 0 
1-0 N 
z0 olur 
lim (Iny) 0 
x>0İ 
zl lim ve 
x>0” 
lim xsin* sg” 
x>0İ 


lim x59X* 4 olur. 
x>0' 


x30* İ:COSX—X-SİNX 


Cevap A 














Kisi ..24 1. P(x) polinom fonksiyonunun türevi P'6) ve 
lim (cotx)s”* iğ e 
x30* : olduğuna göre, P(x) in sabit terimi aşağıdaki- 


lerden hangisi olabilir? 
limitinin değeri kaçtır? : > 
A)-2 B) -1 c)0 D)2 E)3 


Gözüm 


lim (cotx)3İNX —c9 dır. 
x—0* 


y(cotx)İM* olsun. 


Iny —In(cotx )9İN* 


Inyzsinx-In(cotx) ... (4) 
2. P() bir polinom olmak üzere, 



























t 
lim (Iny) — lim (sinx-In(cotx))— lim rene ($ YP) >x8—10x2 $k 
x>0* x>0' x30  ! © > a 
SİNx olduğuna göre, P(-1) kaçtır? 
olur. A)-16 (B)-10 C)J8 D)10 E)12 
i* Hospital kuralını uygulayalım: 
in(cotx 
lim (iny)— lim la 
x>0İ x—>0t 1 
sinx 
(cotx)' 
m COİX 
x9t —GOSX 
sin? x 
1 3. 
sin? x PO) 03 413X2 $b 
, OİX 
- lim e polinomu (x — 1)2 iletam bölünebildiğine göre, 
x0 b kaçtır? 
sin? x 
li sinx A)—2 B) —1 c)0 D) 1 E)2 
z lim 
x>0* cos? x 
. sino 
cos? 0 
Bi 
1 / 
-O0 olur. 
lim (iny) <0 
x>0* 
n EL vi 4. P(O)>x54ax34 bx2 4 2x4 cpolinomununiki 
ii katlı bir kökü x — —1 olduğuna göre, aşağıdaki- 
lim ys0 lerden hangisi daima doğrudur? 
x>0İ 
lim (cotxjsir* — e A) 2a—3b-2 B) 3as2b-72 
x—0* C) 2a13b--2 D) 3a-2b -2 
lim (cotx)*"* <1 olur. E) 3a—2b--2 
x—>0 





PO) > 64x9 4 16x93 sax? 4 bx—1 


polinomu (4x — 1)3 ile tam bölünüyorsa, a 
kaçtır? 


A)-36 B)-16 CO D)1i6 E20 


6. PO) -x14ax3 4 bx2 1 2x-5 polinomu(x-2)2 
ile bölündüğünde elde edilen kalan 2x * 3 tür. 


Buna göre, a kaçtır? 


A)-6 B)-5  G-3 D-1 E)1 





,. ©“ e 
lim 
x>e İ-inx 





limitinin değeri kaçtır? 


A) -2 B) —1 c)0 D)e E) -e**! 
8. 
,... Sİnx—ianx 
lim —— 
x>0 2X 
limitinin değeri kaçtır? 
A) -2 B) —1 c)0 D)e E) e**! 






































lim (x-cot2x) 
x—0 


limiti kaçtır? 


A) B) 1 Cc) 


Bi 
2 








10. 
i | 1 2) 
lim | ——-—— 
x>OXSİNX X 
limiti kaçtır? 
A) B) -1 c)0 D) 1 
11. 
Inx 
lim 
Xx>1x3 49 
limitinin değeri kaçtır? 
1 2 4 5 
NE — o — DE 
2 3 2 3 ) 3 ) 3 
12. 
sin x—1 
xa E GOS2X Hİ 
2 


limitinin değeri kaçtır? 


AZ B1 Go DI 


E) 


E) © 





lim N14#3x—1 
x>0 Xx 


limitinin değeri kaçtır? 


A3 B) > c) 


14. 
2 
lim pi 
X0© x42e 





limitinin değeri kaçtır? 


A s#w o B) c)0 Dz E) -© 


ik 
2 


15. 


lim xe 
Xx—20 


limitinin değeri kaçtır? 


A) e B) 2 o) 0 DX 


3 


lim (A—sinx)* 
x—0 


limitinin değeri kaçtır? 


A) e B) e c)0 D) 1 E) € 





















1. 


P(x) polinom fonksiyonunun türevi P'() ve 
P(X) « P'0) —4x-2 
olduğuna göre, P(x) birinci derecedendir. 
P() zax* b alınırsa P'(x) —a olur. 
Buna göre, 
PO): P'0) > 4x-2 
(x-4*b)-a-4x-2 
ax *ab-4x-2 olur. 
Polinom eşitliğinden, 
(a2-4 ve ab--2) dir 
a? - 4 ise (a--2 veyaa-29)dir. 
(a-—-2 veab-—-—2)iseb-idir. 
Buna göre, P(X) -—2x-4 1dir 
Bu durumda, P(x) in sabit terimi 1 dir. ... (1) 
(a2 veab--2)iseb-—-1idir 
Buna göre, P(X) - 2x—1 dir 
Bu durumda, P(x) in sabit terimi -1 dir. ... (2) 


Cevap B 


2. 
(X* YPO) -x8—10x2 4k 
eşitliğinde her iki tarafın x e göre türevini alalım. 


1 PO) FP): (41) 8x7—20x40 


x -İ için, 
P(-1) # PGİ): (1 #1) — 8(-1)7 — 20f-1) 
Pİ) > 8 4 20 
PC1) 212 olur. 
Cevap E 
3. 


P() >axi 43x24 b polinomu (x- 1)2 iletam bölü- 
nebildiğine göre, P(1) < O ve P'(1) O dır. 


P(1)sa-1343.12 4b 
0-a*3-4b 
as-b-—tü. ... (4) 
P(X) < ax3 - 3x2 * b ise, 


4, 


b; 


ÖP) —3ax246xtir 


Buna göre, 











P'(x) > Sax? $ 6x 
P'(1) -3a.1246.4 
0-3a4*6 
a--2di. ... (X4) 
(a*-b--3vea--2)iseb--Idir 


Cevap B 


4. 


P(x) in iki katlı kökü x - —1 ise P(x) polinomu (x * 1)2 
iletam olarak bölünür. 


Bu durumda, P(-1) - 0 ve P'(-1) -0 dır. 
P'(-1) 0 olduğuna göre, 
P(X) x'4ax4bx2 42x46 ise, 
P'(X) — 4x3 4 Sax? 4 Pbx 4-2 
P'(1) - 4.(1)3 4 8a.(C1)2 4 2b.(1) 4 2 
0--443a-2b42 
0-3a-2b-2 
2-3a-2b olur. 





5. 

P(x) > 64x9 $ 16x3 4 ax? 4 bx—1 ise, 
P'()-4.64x35 43. 16xX242.axs*bdir 
P"(X) 3-4.64x242.3.16x42.adır. 


P(x) polinomu (4x — 1)3 ile tam bölünüyorsa, 


4x-—1-0 iken K-2 olmak üzere, 


Kileri rio) 
ia 


1 1 
0-464) 7) 42-8-16) 5 )r2-ax0 

4 4 

1 1 
3.4.64.-——42.3.16) —|42-a-0 

16 4 


48424:-2a-0 
a-—36 dır. 


Cevap A 












































6. 


Ppj polinomu (x — 2)2 ile bölündüğünde elde edilen ka- 
lan 2x * 3 ise PA) —2x—3 polinomu (x — 2)2 ile tam bö- 
lünür. 


0() — PO) —2x-3 olsun. 
Bu durumda, ©(2) - 0 ve 0'() -O.dır. 
O) > PO) — 2x—-3 
O) -xX4aöşbx2 4 2x—-5-2x-3 
00) > xXx 4 a * bx? -8 ise, 


0(9) <2 4a-234b-22-8 
0-8a4*4b48di.... (5) 
O) -xXradsb- 
0'0 
0) 


8 ise, 
— 4x3 4 Jax” 4 2bX 
—-4.2343a.22 42b.2 
0-32412as4bdi. .. (£*#) 


(4) denklem (-1) ile çarpıldıktan sonra (X) daki denk- 
lem ile taraf tarafa toplandığında, a < -6 bulunur. 











Cevap A 
7. 
X 2 e e 
im 2.20, 2 0 pölirsiziği 
x>e İ-İnx 1-line o1-1 O 
U Hospital kuralını uygulayalım: 
e* e e* -0 
lim lim 
x>e İ-İnx x>e ös 
X 
e 
e 
--etİ olur 
Cevap E 











8. 
1. Yol 


sinx—tanx 0-0 O 
im ——— —-— —-— belirsizliği 
e 20 0 8 


L* Hospital kuralını uygulayalım: 








© sinx-tanx |. Cosx—(isttan? x) 
lirmn ——— — lim ————— 
x>0 2X x>0 2 
1-(1402) 
2 
zO dır. 
2. Yol 
sinax a 
1. li — 
x>0 bx b 
tanax a 
2. lim > — 
x>0 bx b 
olduğuna göre, 
inx tanx 
lim sinx-tanX çip a > ) 
x>0 2X —x502 X Xx 
1 rf sinx e 
Sİ im lim 
21x50 X x>30 X 
1 
ii 
1-1 
zO dır. 
Cevap C 
9. 


lim (X-cot2x)0-« belirsizliği 


t2X e lim 
lim (x-cot2x)— lim la belirsizliği 
x—>0 x—0 Ni © 


Xx 


U Hospital kuralını uygulayalım: 











lim (X-cot2x) — lim GOK 
x—0 x—>0 





ad 
Xx 











imz a) 
> an) | 


2. im ix İl 
x>0 sin2x 





Cevap A 


10. 
A 1 1 e 
lim | ——-— |-«-w belirsizliği 
x>0XsinxXx X 
lim | -1)- lim m) 
x>O0XSINX X x>0X XSinx 

-— belirsizliği 

0 izliği 


L' Hospital kuralını uygulayalım: 


N 1 1 R X—SİNX 
lim |————— | lim —— 
x—>OXSINX X x—OX XSinX 
: 1—cosx 
— lim —————— 
x—>0 SİNX-4-XCOSX 


o 
—— belirsizliği 
0 g 
Birinci uygulamamızda belirsizlik ortâdan kalkmadığı 
için, tekrar E' Hospital kuralını uygulayalım: 


1 1 1—cos 
lim (5-1 -li ME 
x>O0(SİNX Xİ x>0 SsİNnX*XCOSX 





N sinx 
— lim ———— — 
x>0 COSX4COSX—XSİNX 
0 
141—0 


—0 


Cevap C 




















11. 

. in 1 

RL -2 belirsizliği 
Xiyâ 4 Bp 0 








1 
in PE e 
lim —lim 
Xİyâ.$ x>13.x2 
- lim —— 
x>1İ 3x5 
-— olur 
Cevap A 
12. 
sin £ 1 
sin x—1 pi Da 
EE -— belirsizliği 
x COS2X$1 7 0 
25 COS Si 


E' Hospital kuralını uygulayalım: 


i sin X—1 
lim ——— 
x COS2X41 

”z 


COS X 
m ——— 

x -2-SİN2X 
”z 


—2:-sin (2-2) 
2 


0) 
-— belirsizliği 
0 g 


Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 
için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 


N COSX il 
lim - - lim 
x -2:sin2x 


—SİNX —İ 
- — olur. 
-3 —.cos2x 4 

































































im VİK3X-İ NİK3:0-1 0 belirsizliği 
x>0 X 0 0 
U Hospital kuralını uygulayalım: 
3 
lim NX143Xx-—1 i 2y143X 
x>0 X x>0 1 
Sim 
 x>0 21 
s— olur 
Cevap B 
14. 
2 2 
im —X* - 2 -“ belirsizliği 
0 x42e* w©42e“* © 
U Hospital kuralını uygulayalım: 
2 
im —“ > im —2X -2 belirsizliği 








X2ox42eX X—©142e* 


Birinci uygulamamızda belirsizlik ortadan kalkmadığı 
için, tekrar L' Hospital kuralını uygulayalım: 


i 2x : 
lim lim 
xm4142eX xw 2e* 








Cevap GC 


15. 


lim x.eX -w.g“ -w-0 belirsizliği 
Xx—a0 5 


i — MN GA e 
im x-e * < lim ——-— belirsizliği 
xa Xx-w g* © 


U Hospital kuralını uygulayalım: 


R X ği 1 
lim —— lim — 
xw g* xa g* 


Cevap GC 








1. Yol 


3 
lim (i—sinx)* -1” belirsizliği 
x—0 


3 e eğ 


y -(1-sinx)* ise ny In(i—sinx)x 


ise ny -n(i-sine) olur. ...(-) 


8:In(1-sinx) O 
————-— olur. 
Xx 0 


lim (Iny) — lim 
in y) x>0 


U' Hospital kuralını uygulayalım: 


Di rin e sin 
x>0 x>0 





Buna göre, 
lim (Iny)—3 
x—>0 
inf lim y)|-—3 
Ki v) 
3 
lim ye ise lim (1-sinx)* e“ olur. 
x—>0 x—>0 
2. Yol 


lim (—sinx)-0, lim e ve 


x>0 x>0X 
i 3(-sinx 
lim | çanağa tim pa 
x>0 X x>0 X 
ise 
3 3 
Xx 


lim (14(<sinx)J)X < lim (1-sinx)* -e“3 tür. 
x—>0 x—>0 


Cevap Â 











İİ Xİ sax? 4bx-6 


polinomunun x — 1 de iki katlı kökü olduğuna 
göre, a * b toplamı kaçtır? 


A)8 B) 5 c)3 D)0 E) -2 


TO) xMXİ —2x3 #nx2 43x-6 


polinomunun iki katlı kökü x - -1 olduğuna 
göre, n-m kaçtır? 


A)24 B)18 C)15 D12 Ea 


P(x)-ax3 sbx2 46Xx4c 


polinomu (x $* 1)2 ile tam bölünebildiğine 
göre, aşağıdakilerden hangisi daima doğru- 
dur? 





A) 2b-3a-6 B) 2a-3b-2 
C) 2b$5a-4 D) 3bsa-3 
E) 3b-2a-6 


PO) polinom fonksiyonunun türevi P'o) olmak 
üzere, 


PO) AP) 2x2 45x42 
olduğuna göre, P(-1) kaçtır? 


A)6 B)8 c)9 D) 10 E) 12 








5. Sabitterimi sıfır olan ikinci dereceden bir PO) po- 
linom fonksiyonunun türevi P'(x) olmak üzere, 


XP(0)4Xx2 -2x 


olduğuna göre, P(X) in kat sayılar toplamı 
aşağıdakilerden hangisidir? 


A)2 B) 1 Cc) 0 D) -1 E) -2 


6. P( bir polinom olmak üzere, 
(X—1)-P(x)>x2 -3xsa 
olduğuna göre, P(1) kaçtır? 


A) —1 B) -2 0) —3 D) -4 E) -5 


17. Pe) bir polinom olmak üzere, 


5 
PO) 2 hex 
k1 


olduğuna göre, P'(-1) * P(-1) kaçtır? 


R inx 
lirn ——— 
x0*1 COSECX 


limitinin değeri kaçtır? 


A) —2 B) —1 600 D) 1 E)e2 
































o e*-i-x 
lim —— 
x—>0 x2 


limitinin değeri kaçtır? 





1 1 
Na D) — E) -1 
A2 B) 1 G5 ) > ) 
10. 
x-Sİn Xx 
im —— 
x>0İ—COSX 
limitinin değeri kaçtır? 
A2 Bi ogi pi p-i 
2 2 
11. 
1-Jsin x 
lim — — 
T 
5 0) 
limitinin değeri kaçtır? 
4 
A2 B) 1 Ci D) 0 E) -1 
12. 
Ç 1 l 
lim | —— — 
x>0|x sinx 
limitinin değeri kaçtır? 
1 7 
A) -2 B)0 G) 5 D)1 E) > 





An (5n-2)sin) 1) 





-2 2 11 
— — o) — D)S E) — 
A-2z B— J3 ) ) zi 
14. 
Ğ) 
COS| — 
Xx 
lim —— — 
x—2 SİN(7X) 
limitinin değeri kaçtır? 
»2> ot Di gl 
M4 B) ) > 
15. 
: 1 ) 
lim —— 
xsotle*—1 X 
limitinin değeri kaçtır? 
-1 -i 1 1 
— sz pe D) — Ep) 
A-1 B) 2 iri 5 )3 


16. Gerçel sayılar kümesi üzerinde, tanımlı ve türevle- 
nebilir bir f fonksiyonu için 


xey)at()rf(y)—-2 





olduğuna göre, f (2) kaçtır? 


A)2 B)3 c)4 D) S5 





















YE 


2. 


P() polinom olmak üzere, 
P'6)-5 
P() -7 

olduğuna göre, P(2) kaçtır? 


AS B12 C14 D16 E18 





P() bir polinom olmak üzere, 
(X— YP() > xE 4 3x5 —6Xxİ 4 2x3 4 7x2 —6x—1 
eşitliği verilmiştir. 


Buna göre, P(x) in kat sayıları toplamı kaçtır? 





A) 11 B) 10 Cc) 9 
: 1... 
cos — $sin X 
lim 
k xx 1—X 


limitinin değeri kaçtır? 








3 1 
A) —— B) -1 C)—— 
) 5 ) ) 5 
xe 
lim 
x—>-o X#İ 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) -1 B)0 Cc) 1 














5. 


6. 


Reel sayılarda türevli ft ve g fonksiyonları için, 


(4) - g(4) <0 
f(4)-3-9'(4) 
g(4)x0 


fta?) 


olduğuna göre, lim 
- ger x>2g(2x) 





A)3 B) 4 





f, reel sayılarda türevlenebilir bir fonksiyon olmak 
üzere, 


lim ((X43)-1(5—x) 
x>1 x—İ 





ifadesi aşağıdakilerden hangisine daima eşit- 
tir? 

G) 14) 
E) 2f'(4) 


gel 
jay 





xi 
xX— 
4 


lim b — -) -tan2x 
* 4 


limitinin sonucu kaçtır? 













































































































































































































































































y sf) fonksiyonunun analitik düzlemdeki (dik koordinat sistemindeki) görüntüsü olan 
noktalara, fonksiyonun grafiği deriz. 


y  İx) fonksiyonunun görüntüsü bir eğridir. (Doğru, eğrinin özel bir hâlidir.) 


Bir eğrinin bütün (sonsuz tane) noktalarını belirleyip, düzlemde göstermemiz müm- 


kün olmaz. Bunun için, eğriye ait özelliklere ihtiyaç duyarız. Bu özel bilgileri kullana- 
rak, eğriyi çizebiliriz. 


Eğriyi ortaya koyan özel noktalar: 

Ox eksenini kesim noktaları 

Oy eksenini kesim noktaları 

Ekstremum noktaları 

Dönme noktaları 

Asimptotlar 

Eğrinin karakterini belirleyen özellikler: 

Tanım aralığı (kümesi) 
Artan ya da azalan olduğu aralıklar 
Eğrilik yönünün yukarı ya da aşağı olduğu aralıklar 


Bütün eğriler asimptot oluşturmaz. Diğer bir ifadeyle, bazı eğrilerin bir ya da 
birkaç asimptotu olabilir. Yeri geldiğinde asimptotu ve çeşitlerini ele alacağız. 


Gratik çizme zaman alan bir iş olduğu için, test sınavlarında grafik çiz- 
meye gerek duymadan sonuca gidilebilir. Bunun yolu da eğrinin özel nok- 
iaları ya da karakteri göz önüne alınarak, seçenekleri elemektir. 


Şimdi, fonksiyonların grafiğini çizerken (genel olarak) izleyeceğimiz strate- 
... -Jiyiortaya koyalım. 


A. GRAFİK CİZME STRATEJİSİ 


5 


1. Fonksiyonun tanım aralığı belirlenir. 


2. o Fonksiyon bir kapalı aralıkta tanımlıysa, uç noktalardaki değerleri he- 
saplanır. 


3. oEğerperiyodikise, fonksiyonun periyodu bulunur. Periyotta çizim ya- 
pılır; diğer aralıklarda çizim tekrarlanır. 


4. Fonksiyonun tek veya çift olup olmadığına bakllır. (Fonksiyonlar 2 ko- 
nusunda tek ve çift fonksiyon işlendi.) 






























































Fonksiyon çift ise, x > O için çizim yapılır; oluşan görün- 
tünün Oy eksenine göre, sirnetriği alınarak, çizim ta- 
mamlanır. 


Fonksiyon tek ise, x > O için çizim yapılır; oluşan görün- 
tünün orijine göre, simetriği alınarak, çizim tamamlanır. 


5. Eğrinin eksenleri kestiği noktalar belirlenir. 
6. Varsa, asimptotlar belirlenir. 


7. Fonksiyon R de tanımlıysa, x > £ için fonksiyo- 
nun limiti hesaplanır. 


8. Fonksiyonun birinci türevi alınır. Böylece, fonksiyo- 
nun artan ya da azalan olduğu aralıklar belirlenir; 
ekstremum noktaları hesaplanır. 


9. Fonksiyonun ikinci türevi alınır. Böylece, fonksiyo- 
nun eğrilik yönünün yukarı ya da aşağı olduğu ara- 
lıklar belirlenir; dönme noktaları hesaplanır. 


10. Elde edilen bilgilere göre, değişim tablosu yapılır. 
11. Değişim tablosuna göre, grafik çizilir. 


Bazı grafiklerin çiziminde, yukarıdaki bilgilerin aynı 
anda hepsine ihtiyaç duyulmayabilir. 


B. POLİNOM FONKSİYONLARIN 
GRAFİĞİ 

Polinom biçimindeki fonksiyonlar Geo, ta) aralığında 

tanımlıdır. Bu fonksiyonların asimptotu olmaz. 


di ei 


(0) —x5 —12x z 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 
1. o Fonksiyonun tanım kümesi A — (0, to) <R dir. 
2. o Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 
x0 için, f(0)-0*—-12-0 
f(0)-0 dır. 
Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (0, 0) noktasın- 


da keser. 








y —0 için, f(x) xi —12x 


0x —12x ise, 


Xx— —2J3 veya X—-0 veya X- 2jJ3 tür. 


Buna göre, fonksiyon Ox eksenini (23,0), : 


(0,0), e ,0) noktalarında keser. 


lim 6S —12x)-#o dur. 
Xx— Ew 


Fonksiyonun birinci türevini alalım: 
(10)-3x7 —12 


0-3x2 —12 ise x—--2 veya x-2'dir. 











x—-2 için, f(-2)-(-2) —12-(-2) 
1(-2)-16 dir. 


X—2 için, (2) -23 -12-2--—16 dır. 

İstenirse, yukarıdaki değişim tablosu göz önüne 
alınarak grafik çizilebilir. 

Çünkü, tablodan şunları çıkarabiliriz: fonksiyon; 
—w dan -2 ye kadar artan değerler almakta, 

(<2, 16) noktasında yerel maksimum oluşmakta, 
—2 den 2 ye kadar azalan değerler almakta, 

(2, -16) noktasında yerel minimum oluşmakta, 


2 den w a kadar artan değerler almaktadır. 


Fonksiyonun ikinci türevini alalım: 


f0)-6x 


0-6xisex-0Odır. : 


x 
I 
8 
o 
bi 








Dönüm 
noktası 


Fonksiyonun eğrilik yönü x < O için aşağı, X >0 
için yukarı; (0, 0) dönme noktasıdır. 


Değişim tablolarına göre, grafik çizilir. 














Aşağıda y — x3— 12x in grafiği verilmiştir. 


Grafik dikkatle incelenir- 
se, belirtilen bütün bilgi- 
lerin doğrulandığı görü- 
lür. 


Ayrıca, grafiği çizmek 
için, ikinci türeve bakıl- 
mayabileceği görülür. 


» 














Grafik çizimini daha az işlemle, örneğin değişim tab- 
losuna gerek duymadan sonuçlandırabilecek bir yak- 
laşım ortaya koymalıyız. 


Bunun için bazı kolaylıkları ortaya koyacağız. 





Ürek 2 


İ0)-xİ -8 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 


1. Fonksiyonun en geniş tanım kümesi, 
T—(o, to) -Rdir 


. Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 

X-0 iken 1(0)-09 —8--8dir.. — 
Fonksiyon Oy eksenini (0, 3) noktasında keser. 
(y—0 iken 0—-x5 —8) ise x-2 dir. 
Fonksiyon Ox eksenini (2, 0) noktasında keser. 


lim (x9—8)-34 dur. 
X— Xa 


. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 


f(X)-3x7 —0 ise 0-3x2 


ise x-O dır. 





i 
! 


5. 














| 9) w 
"69 ” ; 
e e 
Arian iu Artan 


Fonksiyonun ikinci türevini alalım: 


f“(X)-6x ise 0-6x 


ise x-Odır. 








o İsa 
“ | 
tp) - O 4 
my) ği » LL & 

7 

Dönme 

noktası 


Fonksiyonun eğrilik yönü; x < O iken aşağı,x > 0 
iken yukarıdır. (0, -8) eğrinin dönüm noktasıdır. 


6. Değişim tablosuna göre grafik çizilir. 


ya İkinci türevine bakmadan da 
grafiğin çizilebileceği görül- 
mektedir. 























(6) > O denkleminin tek katlı köklerinde eğri Ox ek- 


senini keser; çift katlı köklerinde eğri Ox eksenine 


teğettir. 





ek si 


(0) (1—x)9(x 4472 


fonksiyonunun grafiğini kısa yoldan çizelim. 












































Gözü 
(0) (10) -(0 K4) 

-16 dır. 
Buna göre, eğri Oy eksenini (0, 16) noktasında keser. 
0-(1—x)9(x44)7 ise x-1 veya x-—4 tür. 
3, tek sayı olduğu için, x — 1 tek katlı kök; 2, çifi sayı ol- 
duğu için, x > -4 çift katlı köktür. 


Buna göre, eğrix 1 deOx eksenini keser; x < —4de 
Ox eksenine teğet olur. 


Şimdilik eğriye dair üç bilgi ürettik. Bu üç bilgiyi sağla- 
yacak şekilde, grafiği yaklaşık olarak çizelim: 


Çizilen grafiğin doğru olup 

olmadığını sorgulayalım: 

(0-4-1) 14” 
-72 dir. 

(5) (1-(-5)9 (544) 
-216 dır. 

(o) -(—-2)3 (244) 

-—36 dır. 








Bulunan değerlerin yaklaşık olarak doğrulandığı görü- 
lür. 


Ül mek .4 


(0-042) (x—17 


fonksiyonunun grafiğini inceleyelim. 


Çözüm 
f(0) (0 -2)2(0—-17 
—-4 tür. 
Buna göre, eğri Oy eksenini (0, 4) noktasında keser. 
0-(X412)7(x-1)7 ise x--2 veya x-1dir. 
Hem x — -2 hem de x — 1 çift katlı köktür. 


Buna göre, eğri x - -2 de vex - 1 de Ox eksenine te- 
ğet olur. 











Aşağıda f nin grafiği verilmiştir. Bulduğumuz bilgilerin 
grafikte sağlandığını görünüz. 


yâ 





xV 





ÜS nek 5 


(0)-(2-x) 


fonksiyonunun grafiğini inceleyelim. 


f(0) - (2-0) 
-8 dir. 


Buna göre, eğri Oy eksenini (0, 8) noktasında keser. 
0-(2-x)3 isex-2dir. 


x — 2 tek katlı köktür. 
Buna göre, eğri x - 2 de Ox eksenini keser. 


Aşağıda f nin grafiği verilmiştir. Yukarıda bulduğumuz 
bilgilerin grafikte sağlandığını görünüz. 


AY 


















Son üç örnekde ortaya koyduğumuz yaklaşım, gra- 


nekleri eleyerek sonuca gitmede büyük kolaylık sağ- 
lar. Ancak ekstremum noktaları ve dönme noktaları 
ya da eğrilik ölçüsü yaklaşık olarak ortaya konmak- 
tadır. Milimetrik bir çizim için bu yaklaşım eksik kalır, 








fik çizmeyi kolaylaştırır. Hatta test sorularında, seçe- | 


türevlere de bakılması gerekebilir. (Örnek 1 de oldu- | 
ğu gibi.) 
























C. ASİMPTOTLAR 


Bir eğrinin herhangi bir kolu başka bir eğriye (ya da 
doğruya) yakınsıyorsa, yakınsanan eğriye (ya da doğ- 
ruya) asimptot denir. 


Asimptotlar kendi özelliğine göre ad alır. Örneğin, dü- 
şey bir doğrudan oluşan asimptota, düşey asimpitoi; 
yatay bir doğrudan oluşan asimptota, yatay asimptot; 
düşey ya da yatay olmayan bir doğrudan oluşan asimp- 
tota, eğik asimptoi; Bir eğriden oluşan asimptota eğ- 
ri asimpiot denir. 


1. Düşey Asimptet 


y -f6) fonksiyonunun x - a daki soldan ya da sağdan 
limitlerinden en az biri -<o ya da —w ise x - adoğrusuna 
16) in düşey asimptotu denir. 


lim #(X) xe veya 
x—a” 


lim f(x) *e 
xa 


ise x - a düşey asimptottur. 








P() ile 06) birer polinom ve 


P(x) 
Of) 


olmak üzere, O(x) — 0 denkleminin kök- 


leri X,, Xg, ..., X, Olsun. y eğrisinin düşey asimptotla- 
rınındenklemleri: Xx—-X,XX,..,X> Xx, doğru- 
larıdır. Buna göre, payı ve paydası polinom olan eğ- 


ri; fonksiyonun paydasının köklerinde düşey asimp- 
totlara sahiptir. 


Uygulama 


y- PO) 
(X-10-2) 
eğrisinin düşey asimptotları (X *- 1): (X—2) - O ise 


--—iilex2dir. ynin düşey asimptotları aşağıda 
gösterilmiştir. 











Uygulama 
Dİ 
VS yiz 


eğrisinin düşey asimptotu x-2 -0isex-2dir. 


Eğrinin grafiğinin nasil çizile- 
ceğini ileride vereceğiz. Şimdi 
yoğunlaşmamız gereken konu, 
x 2 doğrusunun eğrinin dü- 
şey asimptotu oluşudur. Pay- 
danın kökü olduğu için, xXx -2 
doğrusunun eğrinin düşey 
asimptot olduğu açıktır. (aşi- 
kardır) 





Eğrinin x > 2 koşulunu 
sağlayan kolunun x - 2 
doğrusuna uzaklığını in- 
celeyelim: A, noktasının 
Xx - 2 doğrusuna en ya- 
kın noktası B, olsun. Da- 
ha yukarıda olan A, nok- 
tasının x < 2 doğrusuna 
en yakın noktası Bo; Aş 
noktasının x < 2 doğru- 
suna en yakın noktası B, olsun. 











(AB, | > JAB, | >|AgBg | >..>0 olur. 
Yani eğrinin kolu, x < 2 doğrusuna yakınsamaktadır. 


—— 4 dur. 


ğer bir ifadeyle, ll X-2 


Di 


Bunun için, x < 2 doğrusu düşey asimptottur. 


Uygulama 
fo) NN 
(x—-2)(X43) 
eğrisinin düşey asimptotları 


((X—2): (<4 3) -Oisej x2ilex - -3 doğrusudur. 


2. Yatay Asimpiot 


y - İ(X fonksiyonunda x değişkeni sınırsız olarak büyü- 
tüldüğünde veya küçültüldüğünde y bir b sayısına yak- 
laşıyor ise y - b doğrusuna f(4) in yatay asimptotu de- 
nir. Buna göre, 


y - İÇ) fonksiyonu için, 


lim f6)-b veya lim t()-b 
X—-—a Xx—1aw 


ise, y - b doğrusuna yatay asimptot denir. 






















































Uygulama 
12x42 12 6 
m e— OD, 
x>m 22X13 —2 
12x42 12 
lim ————-——--6 
x>—m -2X43 —2 
olduğundan 
12x42 
O) 
ii —2x43 


fonksiyonunun gösterdiği eğrinin yatay asimptotu, 


y - -6 doğrusudur. 





x>*e Xt3 
olduğu için, 


| 2Xx-İ 
x43 





eğrisinin yatay asimptotu y > 2 doğrusudur. 


y nin yatay asimptotunun grafiği aşağıda verilmiştir. 


x-4 








lim zİ 
x>3w X-2 8 
olduğu için, 
| X-4 
Ve 


eğrisinin yatay asimptotu yi doğrusudur. 

Paydanın kökü olduğu için, 
— 2 doğrusu eğrinin dü- 

şey asimptotudur. 

Eğrinin eksenleri kesim nok- 


talarını bulursak, kabaca gra- 
fik ortaya çıkar. 





3. Eğik Asimptet 
y — f6) fonksiyonu ve y — g(x) doğrusu verilsin. 


lim (fp9-g0)1-0 veya , im (6) abdi -0 


ise y - gp) doğrusuna f(x) in eğik asimptotu denir. 


Yandaki şekilde grafiği ve- 
rilen eğrinin 

düşey asimptotları X  —İ 
ile x — 1 doğruları, 

eğik asimptotu ise y — X 
doğrusudur. 











3) denkleminde Pp) in derecesi O(x) in 


asimptotu vardır. Eğik asimptotun denklemi P(x) in 
06) e bölümüyle bulunur. 





| ağa ise y < mx $* n doğrusu 
a) O) 
y — 16) eğrisinin eğik asimptotudur. 
L 2) 





| dr 7 


2x1 
İ y- x—2 





eğrisinin eğik asimptotunun denklemini bulalım. 


i 


Çözüm 





olduğuna göre, y - 2x * 4 doğrusu Y- 


il 

İ 2 
i XxX pa 
i 


sinin eğik asimptotudur. 





derecesinden 1 büyük ise y — f(x) eğrisinin bir eğik | 


eğri- 


kk kk amana an mplay 



















İk ..8 


3 oy2 
m 


44 


, eğrisinin eğik asimptotunun denklemini bulalım. 


Çözüm 


S9 | Ei4 olduğuna göre, y-x-2 
3 2 

3 VvV.— . X —2 
Ee | 2 doğrusu te) — 


EE — 44 
8 eğrisinin eğik asimptotudur. 
—x48 


Kk 9 


2. 
iğ > 3x45 
x*İ 


eğrisinin asimptotlarının kesim noktasını bulalım. 


Çözüm 


Paydanın kökü düşey asimptot olduğuna göre, 


2x2 -3Xx45 


2 x*İ 


eğrisinin düşey asimptotu x - —-1 doğrusudur. 


2x2 -3x45 x*İ 
L 2x2 49x 2X-5 
85x45 

—5x—5 
10 


olduğuna göre, y - 2x — 5 doğrusu eğrinin eğik asimp- 
totudur. 


fnin düşey asimptotu x — —1i doğrusu, eğrinin eğik 
— asimptotu y — 2x- 5 doğrusu olduğuna göre, f eğrisi- 
nin asimptotlarının kesim noktası (x — —İ doğrusu ile 
Y z 2x—5 doğrusunun kesim noktası), 


<1,—7) dir. 




















( 
lim yaxZsbxsc-ya: lim 


x— ko x— İc 


b | i 
Xe— 
2a 





olduğundan 


İk) vax” -bxsc dea < O ise asimptot yoktur; 


a > 0 ise eğik asimptotlar vardır. 


























Eğik asimptotların denklemi: yzya- xez dır. 
DE 
KS rnek .. 10 
İO)—vV4x2 -2x-6 
eğrisinin eğik asiptotunu bulalım. 
Çözüm 
İÇ) NX 4x2 42x-6 
olmak üzere, (a -4,b - 2) 
2 i 
-ya4. Kez İse. x—İ tür. 
Y 2.4 4 
Buna göre, fnin eğik asimptotu 
2x Pa : x> e ise 
1 2 4 
y2- lir z 
—2x— X ” x< sl ise 
2 4 
olur. 


fnin grafiği ve eğik asimptotları aşağıda gösterilmiştir. 
Köklü ifadenin grafiğinin nasıl çizileceğini ileride vere- 
ceğiz. Şekilde yoğunlaşmanız gereken, eğik asimptot- 
ların grafik için ne anlam taşıdığıdır. 


















































4. Eğri Asimptet 


y - f6) fonksiyonu ve y > g(x) eğrisi verilsin. 


im (f69- goyi0 veya im Ti) gi 0 


x>—-e 


ise y - gf) eğrisine İ() in eğri asimptotu derir. 














Eğri ya da eğik asimptotun denklemini bulmak için 
yapılan işlemler aynıdır. Sadece bulunan asimptoi; 
doğru ise eğik asimptot bulunmuş, eğri ise eğri 
asimptot bulunmuş oluyor. 





Yandaki şekilde grafiği ve- 
rilen eğrinin eğik asimpto- 
tuy - x2 eğrisidir. (parabo- 
lüdür). 








ix zi denkleminde Pp) in derecesi AÇ) in 
© 06) 


derecesinden en az 2 büyük ise y — İ(X) eğrisinin bir 
eğri asimptotu vardır. Eğri asimptotun denklemi, P&) 
in OY) e bölümüyle bulunur. Po) in a4) ile bölü- 
müyle elde edilen bölüm polinomu B(4) isefnin eğ- 
ri asimptotu BO) polinomudur. 





| 









| 
i 


| 








de iy 


Xİ 4X 


e) > x4#İ 





fonksiyonunun eğri asimptotunun denklemini bula- 


Um 














Çözü asimptottur. 


4. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 


x3 *-XxX x*İ : —i 
10) -———. 
2 | -x12 v 2) 
—2 ex — 
e —x (x—-2) 
2x > 
3 koşulunu sağlayan, bir x gerçel sayısı yoktur. Buna 
— 5 i göre, türev daima (x # 2) negatif, yani fonksiyon ta- 


nımlı olduğu değerler için, daima azalandır. 
olduğuna göre, f nin eğri asimptotun denklemi 

















—yx2-xs-2dir. i 
y 00) - 
lr e “dd 
Azalan Azalan 
5. Değişim tablosuna göre, f(x) — nin grafiği 


X— 
D, RASYONEL FONKSİYONLARIN aşağıdaki gibi çizilir. 


GRAFİKLERİ 





fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


id) 2 15 


2X41 
x-2 


Çözüm 





(©) z 


Ölmek 12 
| 
l 


1. Fonksiyonun tanım kümesi A - R- 12) dir. 








2. o Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


1 
x 0 için, (0) — 


Er Çözüm 
1. o Fonksiyonun tanım kümesi A—R-/-2)dir. 
(0)-—< dir. > < 


2. Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 











Buna göre, eğri Ox eksenini (3. o) noktasında 


keser. 


3. Paydanın kökü olan, x - -2 düşey asimptottur. 





- DX*İ 
lim pe 
X—>iw X4-2 


2 


j 
olduğuna göre, y < 2 doğrusu yatay asimptottur. 


4. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 





, 2-(X1-2)—1.(2x41) 
toy Ar 
| — (xx2)2 
| 3 
0o-— 
| (x42)2 
| 


koşulunu sağlayan, bir x gerçel sayısı yoktur. Bu- 
| na göre, türev daima (Xx # —2) pozitif, yani fonksi- 
yon tanımlı olduğu değerler için, daima artandır. 











5. Değişim tablosuna göre, (()- m nin grafiği 


aşağıdaki gibi çizilir. 








Çözüm 


1. Fonksiyonun en geniş tanım kümesi T — R — 1-2) 
dir. 


ii 1 
Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (e -3) nok- x <0 için, f(0)- a > 1 
tasında keser. ; 1 
(0) -— dir. 
icin t 1 2 
y -0 için, We 5 P 
da 4 Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (e 2) nokta- 
N e sında keser. 
koşulunu sağlayan, bir x gerçel sayısı yoktur. Bu. e | 
na göre, eğri Ox eksenini kesmez. y—0 için, fo) — 
— X 
3. oPaydanın kökü olan, x - 2 düşey asimptottur. — 2D 
: © xa2 
e X— ğ e BN 
x-—— dir. 
2 


olduğuna göre, y - O doğrusu (x ekseni) yata 





| 





2. Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 














































Kel sr o e | 


Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (0, —2) noktasın- 
da keser. 





y -0 için, ei —0 ise x-2.dir. 


x* 
Buna göre, eğri Ox eksenini (2, 0) noktasında keser. 


3. Paydanın kökü olan, X > -2 düşey asimptottur. 





olduğundan, y - 2 doğrusu yatay asimptottur. | İ 


4. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 





ya 21x12) -1:(2X -4) eg 8 
Lale (4-2 (42) 


koşulunu sağlayan, bir X gerçel sayısı yoktur. Buna 
göre, türev daima (X#—2 iken) pozitif, yani fonksi- 
yon tanımlı olduğu değerler için, artandır. 














2x— R ağ 

ğişi Ö > — ningrafiği | 

5. Değişim tablosuna göre, İ(X) > gralig | 
1 

aşağıdaki gibi çizilir. 

ya | 

-2 0/2 x 

—2 i 





Tmek ii 15 


Xx —4 


x*İ j i 








O) 
fonksiyonunun grafiğini çizelim. 
Çözüm 


1. yzfo)inen geniş tanım kümesi T -R-1-1)dir. 
2. x-0 için (O) --i tür 

















y 0 ise di - Ti .. 16 
x*İ 
ise 0-x7 -4 (0) - > 
ise (xX--2 veya x-2) dir. Xx) 


3. Paydanın kökü olan, x -—1 düşey asimptottur. fonksiyonunun grafiğini çizelim. 








2 4 4 Payın derecesi paydanın dere- 
X—* İXİİ çesinden 1 büyük olduğu için Çözüm 
— ax |*- eğik asimptot vardır. 
: 2 1. Fonksiyo İ kü İA-R-—/- i 
—-4 Yandaki bölme işlemine göre, yonun tanım kümesi A—R-£f-i)dir 
— —-İ — x—1 doğrusu eğrinin eğik 2. Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 
-3 asimptodudur. 
Mai ii 0-2 
4. Fonksiyonun birinci türevini alalım: Xx0 için, f(0) — > 
(0-1) 
#- (2x):(Xx41)—1-(x2 —4) £ X2 42x44 GE (0)--2 dir. 
(x172 01) |, | 
Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (0, -2) noktasın- 
2 DygA da keser. 
' *t 
TO) e -0 N 
(x*1) YO için, fp) 
x-1 
koşulunu sağlayan bir x gerçel sayısı yoktur. Buna 
göre, türev daima (x # -1 iken) pozitif, yani fonksi- 2 
yon tanımlı olduğu değerler için artandır. (x12 


x-2.dir. 


Buna göre, eğri Ox eksenini (2, 0) noktasında ke- 
ser. 





Paydanın kökü olan, x — —-1 düşey asimptottur. 


im 2-0 
Xx— io (x za) 








5. o Değişim tablosunagöre, f(x) vi nin grafiği 


ğ i gibi çizilir. Ğ Ğ ğ 
aşağıdaki gibi çi olduğuna göre, y - O doğrusu yatay asimptottur. 


4. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 


toy- 1x4)” re e) 
«4-1 








2 —2 44x45 
(X419 


0--x” 44x45 ise x-— veya x-5 tir. 


4 












































5 a 

pe | | N 
vi Azalan Artan Azalan 

Grafik çizmek gördüğünüz üzere uzun bir işlem. Gra- 

fik çizme zaman alan bir iş olduğu için, test sınavla: : Yerel 

rında grafik çizmeye gerek duymadan sonuca gidi- maksimum 

lebilir. Bunun yolu da eğrinin özel noktaları ya da ka: N 5 

rakteri göz önüne alınarak, seçenekleri elemektir. X -5 için, (5) > 

Bu tür çözümleri çözümlü testte göstereceğiz. Bu- (5-1) 

rada grafik çizimlerini uzun uzun anlatmamızın Gk e 1 < 

önemli nedeni türev ve limit konularını tekrar etmenizi (5) 12 ir. 


sağlamak ve türev ve limitte verilenlerin görsel anla- 


munı göstermektir. Buna göre, fonksiyonun maksimum noktası 












X-— 


Değişim tablosuna göre, f(x) - - nin grafiği 
* 1) 





5. 


aşağıdaki gibi çizilir. 











Fonksiyonun belirttiği eğri (2, O) noktasında yatay 
| asimptot olan y — O doğrusunu (x eksenini) kesti. 


Eğri, x - 5 te maksimum değerini aldıktan sonrax—> © 
için y - O a yani yatay asimptota yakınsar. 


Fonksiyonun belirttiği eğri düşey asimptotların di- 
şında kalan diğer (yatay, eğik, eğri) asimptotları ke- 
x-2 


sebilir. Örneğin, f(x) — 
| x-12 


tiği eğri, x - 2 de yatay asimptotu olan y — O | kes- 
miştir. 


fonksiyonunun belirt- 








id ye .. 17 
Xİ —x—9 
| bi rr 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm . 
1. Fonksiyonun tanım kümesi A—- R—-£/2) dir. 


2. oEğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: 


02 -0-41 


x-0 için, f(0) — 
çin, f(0) g5 


1 
f(0)—— dir. 
(0) z dir 




































i 








a 1 
Buna göre, fonksiyon Oy eksenini 0, 5 nokta- 








sında keser. 
2 
Xİ —x—İ 
y0 için, fO) x——— 
—2 
O XE—x-1 
x-2 
0x2 —x—İ 
ii 14vV5 
ye 82 veya ye dir. 





(| 1-v5 ol 
Buna göre, eğri Ox eksenini ,0| ve 


2 
Si 





ii o) noktalarında keser. 


Paydanın kökü olan, x > 2 düşey asimptottur. 


Payın derecesi paydanın derecesinden 1 büyük 
olduğu için eğik asimptot vardır. 


XX —x—1 | x-2 
x—1 
x—2 
1 


olduğuna göre, y > X t doğrusu eğrinin eğik 
asimptotudur. 


Fonksiyonun birinci türevini alalım: 





(2x-)-(x-2)-10 Xx) 


5 x-2)” 











El 


ye Azalen m Artan 
Artan KL 


MERE NE EN 
| — 








Çeri Yerel 
maks. min. 
iy 
x —1 için, f(İ)— 125 
p—1dir. 


Buna göre, fonksiyonun yerel maksimum noktası 
(d,i)dir. 








5. Değişim tablosunagöre, İ(x)- 





32 -3—1 
3-2 
(3)-5 tir. 


x8 için, f(3)- 


Buna göre, fonksiyonun yerel minimum noktası 
(8, 5) tir. 


fiği aşağıdaki gibi çizilir. 





xy 








eki 


xi -2 





f6)— 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 
1. o Fonksiyonun tanım kümesi A — R — (op dır. 


2. x-0Odüşeyasimptot olduğu için, eğri Oy ekseni- 
ni kesmez. 


Xx -2 ; 





yz0 için, #0) 


x-2 
Xx 


O0— 





0-x3-2ise,x-V2 dir. 


(3 
Buna göre, eğri Ox eksenini (e, o) noktasında 


keser. 


3. o Paydanın kökü olan, x - O düşey asimptotiur. 


Payın derecesi paydanın derecesinden 2 büyük 

















olduğu için eğri asimptot vardır. 


olduğuna göre, y — x2 parabolü eğri asimptottur. 


Fonksiyonun birinci türevini alalım: 


3x7 -x—1:(X5 —2) 


x2 


2x3 42 
x2 
2x3 42 


x2 


ft) 





to) 


0— 





0-2x3 42 isex--idir. 





X | —İ (0) g 
sl 
eo) e EE l > 1 
Azalan KEZ Artan Artan 
Yerel 
min 


3 
x—-İ için, f(-1)— EE ai, 


Buna göre, fonksiyonun yerel minimum noktası 
<1, 3) tür. 


e in grafiği 


Değişim tablosuna göre, f(x) — 





aşağıdaki gibi çizilir. 


; 
' 
' 
' 
' 
. 
a 























Rasyonel fonksiyonların grafiğinde, polinom fonksi- 
yonlarınkinden farklı olarak asimptotlarla karşılaştık. 


Polinom fonksiyonları kısa yoldan sonuçlandırdığımız 
gibi, rasyonel fonksiyonları da kısa yoldan sonuçlan- 
dıracağız. 


Bunun için bazı kolaylıkları ortaya koyacağız. 
















P(x) 
o 


olsun. 
x) 









P(x) - O denkleminin tek katlı köklerinde kesen 


oluşur. 
ol x ol - X 


Kesen Kesen 





P() — 0 denkleminin çift katlı köklerinde teğet 
oluşur. 











0() — 0 denkleminin tek katlı köklerinde kele- 
bek oluşur. 


Kelebek 





Kelebek 





4. 06) - 0 denkleminin çift katlı köklerinde baca 
oluşur. 








| 

| BE. KÖKLÜ FONKSİYONLARIN 
İ . . 
| GRAFİKLERİ 


Kökün derecesinin tek ya da çift oluşuna göre, nasil çi- 
zim yapılacağını örneklerle ortaya koyalım. 


| Ky .. 19 
| 3 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. 





REZ. 


































































































































































































Çözüm i Çözüm İnen © Çözüm 
1. Fonksiyonun tanım kümesi A — K — LE 1. 1-x>0 ise x<1 olur. Buna göre, fonksiyonun en 1, O Xİ-2x-8>0 koşulunu sağlayan reel sayılar, ta- 4x2 >0ise -2<x<2d 
rini i ği il GAR z REN ğ i —x 2 —2<xs<2.dir. 
2.  Eğrinin eksenleri kestiği noktaları bulalım: geniş tanım kümesi: A — (-co, 1) aralığıdır. a oluşturur. (Çünkü, çift dereceden | un göre Teiilei 
ü : N ” 
08 | 2. x-0içinf(o-idir n içi negatif olamaz.) | göre, fonksiyonun tanım kümesi: 
x <0 için, f(0)- 1) — | A-(-2,2dir. 
-0 ise O-yi1-x Sl 2 4 w | lir le 
(0)--2 dir. İ , , SEL İz sl m ) p 5 | a < 0 olduğu için, eğrinin asimptotu yoktur. 
ise x-1dir di 5 İl P 
i l | Fonksiyonun birinci türevini : 
Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (0, -2) noktasın- & , i y ci türevini alalım: 
da keser, 3. Eğrinin asimptotu yoktur. olduğuna göre, fonksiyonun tanım kümesi: | ; -2x 
1 A-R-(Ç2,d)tür | da 2 
A g)X*8 4. f'çxys —2İ o koşulunu sağlayan bir x gerçel Giden 2y4-x 
y 0 için, f(x) OR 2x 2. oEğrinin eğik asimptot denklemlerini bulalım: | O) 
sayısı yoktur. Buna göre, türev daima negatif, yani b İ m 
0- 3) x18 forıksiyon tanımlı olduğu değerler için azalandır. yz Ya. | 4-—x 
x-1 a 
bi | 0 ise x-Odır. 
0-x48 x| ve ? il ie —y1. 72) | 4—x 
x--8 dir. id) — Si | 
ei N Mİ eee 2 e o 2 & 
Buna göre, eğri Ox eksenini (-8, O) noktasında ke- P ağalar Azalan (0) | p 
Sen 3. Fonksiyonun birinci türevini alalım: | Ni m | 
Paydanın kökü olan, x — 1 düşey asimptottur. 5. Değişim tablosunagöre, İ(X) yY1-x nin grafiği "a 2x-2 | il ? Aa Ka il 
m i ai 
— * eps 3.10 NS 
o ei aşağıdaki gibi çizilir. 2x2 -2x-8 Yerel 
ei yı En 8 | maksimum 
x>£ x—İ 0) x—1 | 
olduğuna göre, y - 1 doğrusu yatay asimptottur. Xx“ —2x-8 | xz0 için, (0) el 4-0? 
Değişim tablosu rasyonel fonksiyonunki gibi yapı- | o f(0) -2 dir. 
labilir. Ancak, buna gerek duymadan verilen i > be -2x-8 
(0, 2), maksimum noktadır. 
i — Yi iŞ < İ . 
iy 3) 7 in grafiğini aşağıdaki gibi çizebili- 0-x—1isex-1dir. | 
X- Bazı kaynaklarda köklü fonksiyonların tanımsız olduğu | Değişim tablosuna gö GE. 
riz; bölge boyalı olarak gösterilir. Bu gösterime göre & eo > | Se ii e göre, ix) <v4—x nin gra- 
j 4 w | fiği aşağıdaki gibi çizilir. 
8 İ o İlx)sy1-Xx nin grafiği aşağıdaki gibidir. | (69) z | 5 
i ZE İ | i y : 
A , mı mag ya 
a o | Azalan Artan | 
ği i 4. Değişim tablosuna göre, İO)-VX2-2x-8 nin | i | 
i Ni SE A ale ii 2 i ” 
| o > grafiği aşağıdaki gibi çizilir. : o) e 
vi 
| x18 v | b | Buraya kadar verilen bilgilere trigonometrik fonksi- 
| (©) 3 — 07 de kökün derecesi tek olduğundan se İK , | yon, üstel fonksiyon, logaritmik fonksiyon gibi bilgi- 
A mi | — bu katarak değişik soru modelleri de sonuçlandı- 
a . rılabilir. 
i yz e in türev tablosu, düşey asimptotları ve ek- . | iş 
senleri kesim noktaları ile f ninkiler ayrıdır. 
| bü 
4 p rnek .. 
Ldsj | ÜS emek Üs 23 
rnek .. 20 | i rnek .. 22 HAŞR ,ACJO, 2aj 
i)—vvE -2x-8 Di 
| ix o) vV4—x | ğe 
fonksiyonunun grafiğini çizelim. | T4sinx 
fonksiyonunun grafiğini çizelim. | 


fonksiyonunun grafiğini çizelim. i 
fonksiyonunun grafiğini çizelim. 



































Çözüm 
i 3r .. 
1. 14sinx0 ise Kete, dir. 
Buna göre, fonksiyonun tanım kümesi: 
3 N 
A0, 2 -İZEİ dir. 


2. x- 23 eğrinin düşey asimptotudur. 
2 


3. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 








"0 —-cosx-(14sinx)-cosx-(1-sinx) 
xps ———ğ—ğ— > 
(d4sinx)? 
' —2c0sx 
f e 
(14sinx) 
- —2S9SX isex-” veya x-2E dir. 
(44sinx)? 2 
r iz 
Xx 0 2 2 2x 
e) | 
Yerel 
minimum 
- 1- sin— 
x-— İçin, (z)- 
2İ H4sin£ 
İİ 
141 
-O dır. 





(3. o) , minimum noktadır. 


1-sinx 
14sinx 





4. Değişim tablosunagöre, t©)- in grafiği 


aşağıdaki gibi çizili. 





AY 

















| 

; 

j 
ği 
| 

i 
i 


i 


Ümek .. 24 


1—cosx 


Vel sinx 


fonksiyonunun grafiğini (-21, 27) aralığında çize- 
fim. 


Gözüm İ 
1. sinx0 ise X-0vex-n vex--ı)dir 
Bu durumda, fonksiyonun tanım kümesi, 


T(-2n,2n)-1-n,0,7) dir. 


1-cos0 0 
sin0 


2. x-0 iken f(0)- tanımsızdır. 


Buna göre, fonksiyon y eksenini kesmez. 


3. x-nilex - x doğrusu eğrinin düşey asimptotu- 
dur. 


K — sİnx-sinx—cosx-(1-cosx) 
Dz sin? x 

| 1-cosx 

N sin? 

— İ-cosx 

2 


X 


z 1— cos 
— 1—cosx 

© (1-cosx)(14cosx) 
“ 1 

© 44Gcosx 


x 


olduğuna göre, f'(x) — O koşulunu sağlayan, bir X 
gerçel sayısı yoktur. Buna göre, türev daima pozitif, 
yani fonksiyon tanımlı olduğu değerler için artandır. 








ç İ-CcOsX 
© sinx 
aralığında aşağıdaki gibi çizilir. 


iy 


5. f(x) 








fonksiyonunun grafiği (27, 2r) 





Xml .. 25 


#6) log — 





fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Çözüm 
1. Pozitif sayıların logaritması tanımlıdır. 
—-10 1 bal 


x* 10 : | 


1—x | 


X —an 








olduğuna göre, fonksiyonun tanım kümesi: 
A—(10,1)dir 


2. Ox ekseninin hangi x değerinde kesildiğini bula- 
lim: 


Xx*10 
1—x 


1 








x*10 iğ 


lo 
94 


ise X EEE dir. 
2 


0-410 
1—0 
((0)—-1dir. 





x0 için, (0) log 


Buna göre, fonksiyon Oy eksenini (0, 1) noktasın- 
da keser.. 


3. Eğri (-10, 1) aralığında olduğuna göre, x - —10 
daki sağdan limitin ve x — 1 deki soldan limitin bi- 
linmesi işimizi kolaylaştırır. 


: x410 
lim (log 7 —— 








x——10* —X 
lim (109 9) ie dur. 
x3T —Xx 


4. Değişim tablosuna da bakılabilir. Ancak, tanım 
aralığı, limitler ve kesim noktası fonksiyonun gra- 
fiğini çizmek için yeterli olacaktır. -— i 





Buna göre, f(x) —log e fonksiyonunun grafiği aşa- 
—Xx 


1 


ğıdaki gibi çizilir. 





xy 











İ 


| | 
Ülenek .. 26 


1 





f00)-2*-3 fonksiyonunun grafiğini çizelim. 


Gözüm 
1. o Fonksiyonun tanım kümesi A -R —/3) ür. 
2. Eğri Ox eksenini kesmez. 


1 


x—0 için, f(0)-29-3-. 1. 


dir. 
Ve 
sna göre, ği Oy erin (0 iz) a 
una göre, eğri eksenini | Uv 5 | noktasın- 
g gri Uy 3/2 
da keser. 


3. o Üssün paydasının kökü olan, x - 3 düşey asimp- 
1 





tottur. lim 2X5 —1 olduğunagöre,y — 1 doğ- 
Xx—Eo 


rusu yatay asimptottur. 


4. Xx 3 düşey asimptot olduğuna göre, x - 3 deki 
sağdan ve soldan limitin bilinmesi işimizi kolaylaş- 








tırır. 
KEL 
lim 2X3 -0 
x>3” 
1 
lim 2X“3 —4w dur 
x>383 


5. Fonksiyonun birinci türevini alalım: 








1 
ja. -2X-3 .in2, 
(x-3)7 
1 
———— <0, In2>0, 2*-3 >g 
(x-3)2 


olduğu için f'() < Odır. 











109 ei 
©) 1 e e 1 
Azalan Azalan 
i 





Buna göre, 1(X)-2*-3 fonksiyonunun grafiği aşağı- 
daki gibi çizilir. 



































Yukarıdaki eğri aşağıdaki fonksiyonlardan han- 
gisinin grafiği olabilir? 





A) y-2(x-2)(X44) 


B) y - 0-24) 
c) yaz r2(e-4) 
D) y -— es 2) (4) 


E) yaz -2(es4) 





© Xİ42x 
VE oxşi 


fonksiyonunun grafiği aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 























Şekilde grafiği verilen fonksiyon aşağıdakiler- 
den hangisi olabilir? 

















x*9 
Ni B) f(x)- 
A) fa) 2 
EO D) fx) — 
Gigi Li 9x2 
E) fa) ZE 








| Şekilde grafiği verilen fonksiyon aşağıdakiler- 
den hangisi olabilir? 











2 i Xx 1 
A) > — B) 1) e 
2 - x2 -4 





D) 2 























Şekilde grafiği verilen fonksiyon aşağıdakiler- 
den hangisi olabilir? 





2 
A) oya expe 
Xx—1 
3 4,2 
B) 0)“ 4x“ 45Xx 
—2 
3 4,2 
o (0 AXİ 45x 
(x-2) 
Xİ —4x3 45x2 
D) f(x) > 
x—2) 
3 2 
Xİ —Ax —5x 
E) f6)> 5 





Şekilde grafiği verilen fonksiyon aşağıdakiler- 
den hangisi olabilir? 





A) 10) 2 B) fay DE 
X— (X42) 
o) Ha) ş- D) (0) DE 
Xx (x*-2) 
Dt) e 
(4-2) 














7. Aşağıdaki şekildefnin grafiği (-3, O), (2, O) nok- 
talarında x eksenini kesmekte ve (1, 0) noktasında 
da x eksenine teğettir. 





(0) (0Xx:6)(x-2XXx-12 





olduğuna göre, a kaçtır? 





A) —3 B) —2 c)0 D)2 E)3 
8. 
o aXxt6 
bx*-c 
eğrisinin yatay ve düşey asimptotlarının kesim 
noktası (-4, 2) olduğuna göre, hd kaçtır? 
a 
)-2 B-İ ol mı pe 
2 2 
9. 
|2x42|-4 
t(X)-— — 
px-1j 
fonksiyonu için aşağıdakilerden hangisi yanlış- 
tır? 


A) Düşey asimptotu x — 1 doğrusudur. 

B) x eksenini kestiği noktanın apsisi —-3 tür. 
C) y eksenini kestiği noktanın ordinatı —2 dir. 
D) Yatay asimptotu y — 2 doğrusudur. 


E) Mutlak minimum değeri -2 dir. 













































Eğri Ox eksenine x > 2 deteğet olduğuna göre, 

y > &-2)- Pe) 
şeklindedir. Buna göre, C ve D şıkları cevap olamaz. 
Grafikte x - 0 için y x 2 olmaktadır. 


Bu durumu A, B, E seçeneklerinde araştıralım: 


? 
ise 2-2(0—2)? (0-4) 
ise 22x32 


A) y2(x-2)(x 44) 


? 
: 1 
B) yaz -2 14) ise 2-- (0 -2)(014) 
ise 2#1 


B) yz 0-260) ise 22(0-2044) 


ise 2-2 


Görüldüğü gibi A ve B seçenekleri x - O iken y > 2 ol- 
mamaktadır. 
Buna göre, grafikte verilen eğrinin denklemi E seçene- 
ğindedir. 

Cevap E 


2. 


Payın tek katlı köklerinde kesen, paydanın çift katlı kö- 
künde baca görüntüsü oluşur. 


X2 2x 


X2 42x41 
o X(x12) 


at 


olduğuna göre, eğri x -—-2devex-0 da kesene; 


x — —1 de baca görüntüsüne sahiptir. 


Bu görüntü sadece C seçeneğinde vardır. 














Cevap C 


X 
> 





Şekilde grafikde p 

x—-—3vex -3te kelebek görüntüsü vardır; C ve E se- 
çeneği cevap olamaz. 

Ox ekseni kesilmediğine göre, B seçeneği cevap ola- 
maz. İ 

Oy ekseni y - 1 de kesildiğine göre, A seçeneği cevap 
olamaz. 





D seçeneğinde verilen f(x) — ag 
—X 


bütün özelliklerini taşır. 


Cevap D. 


denklem, eğrinin 























Şekildeki grafiği inceleyelim: 


Eğri Oy eksenini kesmez. Bu durumda X — 0 düşey 
asimptottur. Buna göre, A ve E seçeneği cevap olamaz. 


Eğri Ox eksenini x — —2 de ve x - 2 de keser. Buna gö- 
re, B seçeneği cevap olamaz. 


x Odabir baca görüntüsü yoktur; D seçeneği cevap 
olamaz. 


xs 0 da bir kelebek görüntüsü vardır. 


” Xx -4 
C seçeneğinde verilen f(x) — 





denklem, eğrinin 
bütün özelliklerini taşır. 


Cevap C 








— Şekildeki grafiği inceleyelim: 


X— 2 debir kelebek görüntüsü vardır; A, C ve D seçe- 





neği cevap olamaz. 


B veya E seçeneği cevaptır. Bu ikisi arasındaki ayırımı 
birçok yoldan yapabiliriz. (Kesim noktası, eğri asimptot, 
türev gibi) 


E seçeneğinde verilen denklemin belirttiği eğri, Ox ek- 
seniniX -—İ,X - 0 vex - 5 de keser. Oysa verilen eğ- 
ri Ox eksenini bir noktada kesiyor. Yani, E seçeneği ce- 
vap olamaz. 








Xİ 4X2 45x 2 
io) —Y2 4 
) > «-1 25 
4,2 
(—-* 4x SX 5x2 2x.g. 18 
—2 x—2 


Görüldüğü gibi, B seçeneğinde verilen eğrinin eğri 
asimptotu grafiğe uyar; E seçeneği uymaz. 


Xİ —Ax2 4 5x 


B seçeneğinde verilen f(x) — denklem, 


eğrinin bütün özelliklerini taşır. 


6. 


Cevap B 








Grafik y eksenini negatif kısımda kestiğinden f(0) < O 
dır. 








A) Ho)-22İ>0 Boy - 2:80), 
0-1 (042) 
o 9  (0-1X(0-3) 
O (0)- 5 >0 rin >0 
E) #(0)- KELİME) 
(0427 


olduğuna göre, A, B, C, D seçeneği cevap olamaz. 


(X41)(X-3) 


E seçeneğinde verilen (Xx) 
(x42)7 


denklem, 
eğrinin bütün özelliklerini taşır. 


Cevap E 


















































Ve 


fnin grafiği (-3, O) noktasında Xx eksenini kesmekte ol- 
duğundan grafiğin denkleminde, x > —3 içiny - O ok 
maktadır. 


Buna göre, i 
f0)—(ax16)(x-2)(X-1> 
3) (3a 4 6)(-(-3) 2-3-1” 





0-(-3a46)()-AY 
0-—3at16 


a2 olur. 


Cevap D 


8. 


Verilen eğrinin yatay ve düşey asimptotlarının kesim 
noktası (-4, 2) olduğuna göre, x -—- düşey asimptot; 
y - 2 yatay asimptottur. 


Paydanın kökü düşey asimptot olduğuna göre, 


bx4-c-0 


EL 
b 
ed 


4-— . 
b 


. (0 


olur. Fonksiyonun limiti yatay asimptot olduğuna göre, 


ax-*6 a 


ım 
x>*tebx*c b 





a 
2... (2) 


olur. (1) ve (2) denklemi taraf tarafa bölünürse, 


Cevap E 


(2x42)-4 


Hile (x-1| 


İx-1jx0 ise x-1dir. Budurumda,x — 1 için fta- 


nımsızdır. x — 1 in düşey asimptot olup olmadığını araş- 








tıralım: 
x> 1 için, |2x*2)-2x*2dir. 


x> 1 için, İx—-1) -x-1 dir Bu durumda, 


 İ2x12)-4 Ç 2x12-4 

lim — - lim ——— 

x>1 |x-i1| xx  X-İ 
eğ, 2 
x>1t X-İ 
-2 dir. 


“4 <x<i1 igin, |2x42| x2x*2dir 





-<x<t1igin (x-1)e—xt1dir 
Bu durumda, 
. İ2x42)-4 Ç 2x42-4 
lim - lim 
x—>1 (x-1) x>1 —4İ 
- in 24-9) 
x>17 Xİ 
——2 dir. 


lim f6) Fo veya lim f(X)xT 
x—1* x> 1 


olduğundan x - 1, fnin düşey asimptotu değildir. 
|2x12|-4 
)x-1| 


olduğundan B seçeneğinde verilen “x eksenini kestiği 
noktanın apsisi —3 tür.” ifadesi doğrudur. 


İX)— ise 1(—3)-0 


|2x42)- 


(x-1l 


olduğundan C seçeneğinde verilen “y eksenini kestiği 
noktanın ordinatı —2 dir.” ifadesi doğrudur. 


4 
(0) ise 1(0)-—-2 


2, x>iİ ise 
a -, —i<x<1ise 
İx-İ 
| Eee xs-—İi ise 
X— 


Aşağıda f nin grafiği verilmiştir. Bu fonksiyonun düşey 
asimptotu yoktur. Bu durumda A seçeneğinde verilen 
“Düşey asimptotu X — | doğrusudur." ifadesi yanlıştır. 








A 
7 
2 
EZİN ARM AY AN Gini eg —— 
: > 
o zl 
: Xx 
ö 
— 
Cevap A 











4X41 
x—2 





O) 


fonksiyonunun asimptotlarının kesim noktasi 
aşağıdakilerden hangisidir? 





A) (11) B) (4,2) 6) (4.—2) 
D) (2,4) E) (1.-2) 
yz axs1 
© bxic 


eğrisinin asimptotlarının kesim noktası A(-1, 2) 


olduğuna göre, 5 kaçtır? 


A)3 B) 2 6) 1 D) -1 E) -2 





Yukarıdaki şekilde grafiği verilen eğrinin denk- 
lemi aşağıdakilerden hangisi olabilir? 





1 

A) ya ZE . |x-1 

x-İ )Y x#1 

Gy > > A 

Yi x4İ D) 2 4 

1 

E — KEMALE | 
lime 











yzf) 


Yukarıdaki şekil 3. dereceden bir f(x) fonksiyonu- 
nun grafiğidir. 


Buna göre, aşağıdakilerden hangisi yanlıştır? 
A) x-3 için (6) <Odır. 

B) x3 için fo) 0d. 

GC) 3<x<4 iken f'0)0 >0 

D) x--2def()>0Odır 

E) -2<x<0 iken f(x) >Odır. 








Yukarıda grafiği verilen eğrinin denklemi aşa- 
ğıdakilerden hangisi olabilir? 


A) yz? (Xx42) 
B) yz (82) 
o) yz (2) 
D) v2 (x-1P (x-2) 


E) y-zı-2)? (X4<1) 



































Yukarıda grafiği verilen eğrinin denklemi 
0) 2(0X42) (x-1)(ax41) 
olduğuna göre, a kaçtır? 


A) -2 B) 1 Cc) 2 D) 3 E)4 


2x2 
x2 —1 





fonksiyonu için aşağıdakilerden hangisi yanlış- 
tır? 

A) Tanım aralıklarından biri (1, co) dur. 

B) f, gift fonksiyondur. 

GC) y 2 doğrusu yatay asimptottur. 

D) (<1, 1) aralığında konveks (dışbükey) dir. 


E) (0, 1) aralığında azalandır. 


tnin grafiği, x eksenini (-1, 0), V eksenini (0, —1) 
noktasında kesiyor. f nin yerel minimum noktası- 


nın apsisi > tür. 








Yukarıda grafiği verilen f eğrisinin denklemi 
i(x)sa(xsb) (X11) 


olduğuna göre, a 4* b toplamı kaçtır? 


—-26 


28 . —22 —i 7 





A B) — o) D) E) 


9 9 9 3 


Gg. 


ti. 


y - -2 ve x - 2 doğrularını asimptot kabul 
eden ve y eksenini kestiği noktanın ordinatı 
— olan eğrinin denklemi aşağıdakilerden han- 
gisi olabilir? 























Yukarıda grafiği verilen eğrinin denklemi 


si (2x—a)(x—b) 
(x—e) 


ix) 


olduğuna göre, at b *c toplamı kaç olabi- 
lir? 


A) -2 B) 1 o 2 D)3 E)4 





Yukarıda grafiği verilen eğrinin denklemi a$2- 





ğıdakilerden hangisi olabilir? 


A) yavx-1 B) yy 
G) y- D) y-Yizx 
1x 
E) y-vi-x 


| 






















Tanım: “Payı ve paydası birinci dereceden polinom 
olan fonksiyonların simetri merkezi, fonksiyonun 
düşey asimptotu ile yatay asimptotunun kesim 
noktasıdır.” 


Buna göre, 


2X413 


e x*#İ 





fonksiyonunun simetri merkezi aşağıdakiler- 
den hangisidir? 





A) 1.2) B) <-2,-1) 6) (1,2) 
D) C1,3) E) C1,-—2) 
kaş 


a £7 





Yukarıda grafiği verilen eğrinin denklemi aşağı- 
dakilerden hangisi olabilir? 

















2 2 
A) ya—2 By 
x —1 x—İ 
2 
G) ya — Dy ya — 
vVx3#1 vVx3#1 
E) ya —— 
x—İ 


ı 


)zyAx2 48x43 


eğrisinin eğik asimptotlarından birinin denk- 
lemi aşağıdakilerden hangisidir? 


A) y-2x-2 B) y-2x42 
D) y-x—1 


GC) y-x11 
E)y-2x—4 





4. y—fojin f(x, | aralığındaki grafiği aşağıda ve- 
rilmiştir. | 








Buna göre, y — İ(x) in denklemi aşağıdakiler- 
den hangisi olabilir? 





A) yzsin2x B) y —2sinx 
D) ysin(İx|) 


E) ys sinx * cos(İx)) 


GC) yz sin(İxl) * cosx 





| 
j 
İ 
i 
| 











5. 
Yukarıdaki şekilde grafiği verilen eğrinin denk- 
lemi aşağıdakilerden hangisi olabilir? 
X x*İ 
A) y- — B) ys -— Pa 
x—1 )Y x—İ a Xx*#İ 
D) y- Ey Xİ 
yö Mev 
6. 
ü 3 
Xx 
()-——— 
Mİ 1 


eğrisinin eğri asimptotunun denklemi aşağı- 
dakilerden hangisidir? 


A) y-x —x-1 B) y-x2 4x-—1 


O) yxİ ix D) y-x2 -x41 


E) yx 4x41 















































Türev işleminin tersi integraldir. Diğer bir ifadeyle, f(x) in türevi g(x) ise, gi) in integ- 
rali f(x) tir. 


















Bir sabit sayı farkla, türev işleminin tersi integral; integral işleminin tersi türevdir. 


İntegrali kavramayı kolaylaştırmak için, 


Belirli İntegral 
Belirsiz İntegral 
İntegralin Uygulamaları 
başlıkları alinda üç bölümde inceleyeceğiz. 


Bu bölümde integral alma kurallarını ve yöntemlerini vereceğiz. Ancak, türev ko- 
nusunda da verilebilecek bir kavram olan “diferansiyel” ile konuya gireceğiz. 





A. DİFERANSİYEL KAVRAMI 


x in sonsuz küçük değişimi dx şeklinde gösterilir. Buna x değişkeninin diferan- 
siyeli denir. 


Fonksiyondaki değişim dy ile gösterilir. 





dy di(x) | 
dx dx 
dı 
— 1 İ 
2) | 


dy—f'(x)dx tir. 


dy —f'p)dx ifadesine 


- Yy 16) fonksiyonunun diferansiyeli denir. 


iye A İ 


60x24 3x—1 


fonksiyonunun diferansiyeli aşağıdakilerden hangisidir? 


A) (24 3x #1)dx B) (2x- i)dx C) 2 4 3x)dx 
D) (2x 4 3)dx E) 2xdx 























EZ 














Çözüm 
t()>x2 43Xx-1 
d dı2 
Pili — —(Xx” #3x-1 
ELLİ mil ) 
TO) 02x48 
dx 
di(x)-(2x43) tir. 


Cevap D 


Ka pe se 2 


f0) — In(sin 


fonksiyonunun X -7 için diferansiyeli aşağıdakiler- 


den hangisidir? 


dx 
A) tanxdx  B)xdx Ojdx DpyY3dx E— 


Gözüm 


f0)zin(sinx) 











d d : 
eli - —İIn(sinx 
ki 0l m (sinx)) 
di(X) cosx 
| dx © SİNX 
İ EKİ iy 
dx 


di(Xx) > cotxdx 
T Tr 
—iİzcot—dx 

ai, 1 co ri 


o ) sex 
4 


Cevap G 





| | Gi id 


(ex r1 


fonksiyonunun x — 2 için diferansiyeli aşağıdakiler- 
den hangisidir? 


A) 2dx OB)2xdx OCGj6dx D)6xdx OE) 12dx 




















Çözüm B. BELİRSİZ İNTEGRAL 


Türevi 1(x) veya diferansiyeli (x)dx olan F(x) fonksiyonu- 


3 
1()2Xx” Hİ na f(x) in belirsiz integrali denir ve 


d ço da 
e *1) 


di(x) 
dx 


di(x)-3Xx7dx ... (#) 


İiodax-F() sc, CER 


—3x2 - şeklindegösterilir. 


j 


sembolüne integral işareti, f(x) fonksiyonundan 
F(x) * e fonksiyonunun bulunmasını sağlayan işleme 
integral alma işlemi, F(X) - c fonksiyonuna da f(x) in il- 
kel fonksiyonu denir. 


di(2)-(3-22 )dx 
di(2)-124X tir. 


Cevap E 


Uygulama 
(8 4 5) in türevi 3x2 dir. 
ül (8 4 2) nin türevi 3x2 dir. 
d dl (68 —5) in türevi 3x2 dir. 
Ha) Xİ #4x-5 ise li “> m) e) Türev işleminin tersi integral olduğuna göre, 3X2 nin in- 


tegralinin (x5 4 5) ya da (x3 * 2) yada (x3 5) olduğu- 


di (Xx 
ise va —3X2 44 | nu söyleyebiliriz. 


8 dx) (3x2 s4)dx tir. Görüldüğü gibi, sabit sayı farklı olabilmektedir. Bunun 


nedeni, bütün sabit sayıların türevinin sıfır oluşudur. 


3x2 nin integrali ( * 5), 68 * 2), 68 — 5) ifadelerinin 
hepsi olabileceği için, c bir reel sayı olmak üzere, 


fp X2dx—x3 4c 
olur. . 


Uygulama 


d 
10)>(2x—1) ise Elti le 11 
Uygulama 


(2 —1) in türevi 2x tir. 





: di(x) -5.(2x—1)9 .2 
IX 


ise di(x)-10-(2x-1)” -dx olur. X nin türevi 2x tir 


(62 4 1) in türevi 2x tir. 


Türev işleminin tersinin integral olduğu kabul edilirse, 
(2x) in integralinin 6 — 1) veya x2 veya (2 * 1) oldu- 
ğunu söyleyebiliriz. 


Uygulama 


tin? (inx) ise Safe) - ins (inx)1 


Görüldüğü gibi, sabit sayı farklı olabilmektedir. Bunun 
nedeni, bütün sabit sayıların türevinin sıfır oluşudur. 


(2x) in integrali (X — 1), x2, (x2 * 1) ifadelerinin hepsi ola- 
bileceği için, c bir reel sayı olmak üzere, 











a 8 Sİ 

ise — -3:in” (Inx) lk Perre zi 
1 

ise df(x) -(3-1n? (inx)- Jex olu 


xinx olur. 














f(x) in integralini bulmak, türevi 1(x) e eşit olan fonk- 
siyonu bulmaktır. 





de .4 
fa xXİdx 
belirsiz integralini araştıralım. 
Çözüm 
| 4xİdx belirsiz integrali, türevi 4x3 olan fonksiyondur. 
x$ ün türevi 4X5 olduğuna göre, 
Jax dx — xi 
olabilir. 
X$ 4 10 un türevi de 4x3 olduğuna göre, 
Jaxax —xX1 410 
olabilir. 
Xİ - 10 un türevi de 4x3 olduğuna göre, 
Jaxex —xİ —10 
olabilir. 


Görüldüğü gibi türevi 4x3 olan pek çok fonksiyon var- 
dır. c reel sayısının türevi sıfır olduğuna göre, 


Jak —xİ sc dir. 


C. İNTEGRAL ALMA KURALLARI 














n#—iİ olmak üzere, 


ni 


pk 





*c dir. 






































edek a) 


P dx 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 





poz 
341 


z—-4C 


4 
> c ifadesinin türevinin x3 olduğuna dikkat ediniz. 





Uygulama 
par KT 0 ve 
141 2 
Uygulama 
241 — 
Jr fx? dx -Gz——4C:-——1C 
x 241 İ 


Tml .6 
İ SİZ dx 


integralini hesaplayalım. 








1 > 

Jvx dx pe dx * 
1 
—4İ 
2 





#o-Z te 














Tk 


i 





f10x 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 


f10dx-10x46 


ye .8 
İ dx 


integralini hesaplayalım. e 


Çözüm 





fx fvdestxsozxto 














J3dx-öx1c 


Uyg dama 


g 


a fms-xse 





lr 
| 
İl 
i 
; 
: 
İ 


£ 


iirmk.9 
Jöx2x 


integralini hesaplayalım. 
Gözüm 


f5x2ox-6 pek 




















| flfo)sa(x)lex- ff) Jax 
L 





Uygulama 


je -2x)dx-3. pax -2. fx 


j 
; ir Kipi 
EYİ e DİE 


je —10x42)dx 


integralini hesaplayalım. 


je -10x42)dx- fx*dx-10. Jroxi f2x 


441 141 


Xx 
- mir. 
ya e 





X 2 
- — —5X 42X46 
5 


irnek.. 11 


priila, 


integralini hesaplayalım. 


Gözüm 


par la 


x 


z pla feri px Pak 








MW 
> 
© 






























































| md .. 13 























2 
| pe ALE 
Xİ FX 
4 | 
i — integralini bulalım. 
i Gözüm 
U ama | | 
iğ OE 4x)'28X2 1... (e) 
: | Raf 
— z —dx 2 
asla a) | JZ Ey kill dx —In)x3 exe 
Xİ FX Xİ FX 
-tinlxlse | 
; 
ipa 2 | 
a 3 
j3 —10x #X2 
x2 
integralini hesaplayalım. Uygulama 
o.  .. İ 2* 
ga 2Xdx-——ic 
e İ in2 
a 3 
j3 —10x XT 
> 
- Jo? 10x42 2x” Yak | 
ğ | N 
s8 2 <1 | Uygulam: 
-2——10.—#in|x)x2-— vc | 
3 2 —-1 p e 
Jet — s6-— tese *c 
x3 | 7 


Ls 5x #nhxj-E se 
3 Xx 














e 

















f(x)dx | 
| Gİ zin|fo)|#*c 


| ) 





lek ,. 14 


fe —e*)dx 


Uygulama | 


x'-1 olduğundan, ji In| x|*c olur. integralini hesaplayalım. 














je —e*)dx— j2 dx— İ e*dx 
Xx 


-—— -e* 4c 
in2 


D. TRİGONOMETRİK 
FONKSİYONLARDA İNTEGRAL 
ALMA KURALLARI 











fsinx dx——cosx*c 





J2-sinxdx>2. | sinxdx--2.c0sxx0 


Uygulama 


e .. 15 


| (x-sinx) dx 
integralinin eşitini bulalım. 


Gözüm 





Ja sinx)dx- (xx f sinxek 





— —(—cosx)*-c 
Kİ 


x2 
iğ v4 

















fcosx dx—sinx*c 





Uygulama 


f2-c0sxdx-2. İcosxdx-2.sinxsc 


Td 10 


SİNİ X * COSİ x 


- dx 
1—sinx-cosx 


integralini hesaplayalım. 


SİNİ X 4 COSİ X 


1—sinXx-cosx 


(sinx 4 cosx) (sin? x — sinxcosx- cos” x) 


1—sİinxcosx 

(sinx - cosx)(1—sinxcosx) 
1—sinxcosx 
-SİNX -COSX ... (A) 

SİNİ Xx 4 COSİ x 


- dx > | sin xscos xx 
1—sin X-cos X 


— fsinxax4 | cosxax 


——COSX-SİNX-C 




































































Uygulama 
İ 2dx | dx 
sin? X sin? X 
——2c0ix*c 


ni s7 


je dk 





sin? X 


integralini hesaplayalım. 
Çö Ri 


2 
j2 ox |7 2sin Xx 
sin? X 


ği NE ela 


“İzer 





sin? x 








—-—COİX—2Xx 4G 











ztanx*c 
cos” X 


İs 


m. e) 





kd .. 18 


İ 2c0s? x41 


cos? X 


dx 


integralini hesaplayalım. 








Çözüm 
2 
| Xİ İĞ 1 Jan 
COS” X cos? X 
-2 || > 
GOS? X 
—2x-4ianX*tc 





























İ Ex —arctanX*c 
1x2 


——arcCOİiX*c 














Sl tea sta) 


f(09) in integralinin türevi kendisidir. 





idir e .. 19 
| sins yi js 


integralini hesaplayalım. 





Li e .. 20 








Gözü (fo)dx>x KAXİ -3x41 
| sins z Jorx5 fsnxcrrz| Li olduğuna göre, f(x) i bulalım. 
1x2 1x2 


-—5cosxs2arctanX*c 


Çö e 
— —5cosx—2arccotx *G 


Sila be sax? -3x41) 


İ(X)23X2 48x-3 


olur. 














2 —alccosX *C 

















| 
| 
| 


HE ise 











Uygulama 
2 1 Uygulama 
dx-2 dx 
İl yı-x | İl yı d(x42) 
-2arcsinx*c ME a -çr2yse, (24c-C) 
— —2arccosx*c —x4G 












Uygulama 


| dleosx)-cosx*6 


i 
di(x) 
İ 
| İ dx 





dx > fex? —4x41)dXx 


olduğuna göre, f(x) i bulalım. 





. Çözüm 

di(x 

Cİ 6X2 Axatise, 

| dx 

di(x) 

| (ax ( (6x? axi tyak 


İ(M)>2xİ —2x2 4x4c 





| ye © 
x*#İ 


ifadesinin eşitini bulalım. 


Çözüm 


j d(X2 42Xx)  ç (2 42x)'dx 
X*İ x*İ 
- | (2x-2)dx 
x*#İ 



























































Ni .. 23 


pp 


xİ 41 





ifadesinin eşitini bulalım. 


Çö Ni 


x3 — u olsun. Bu durumda 





(pi 


Xİ 41 duş 
zinjus1|*c 
—In) x3 sile 


— ins #*1) xe olur. 





Buraya kadar verdiğimiz integral kuralını, türevle iliş- 
kilendirerek ve anlayarak ezberlemelisiniz. Ancak, 
bunlar, 


v ((2x-5)' dx 

vd Javxr2dx, 

p çi 
Xx 


v fe xe* *İdx 


(——— 
XE 42x42 





dx 
— İs 3x 


di f arctanx dx 





gibi daha pek çok integrali almaya yetmez. Bu integ- 
öz alabilmek için, integral alma yöntemleri verece- 
ğiz. 










E. İNTEGRAL ALMA YÖNTEMLERİ 


1. Değişken Değiştirme Yöntemi u* ” 
— —4c 
İntegrali alınan fonksiyon f(u) du gibi daha basil bir ifa- : 
deye dönüştürülerek integral alınır. (x-2)9 
- rı *c olur 


Vİ i . 24 


f3x .(X3 —8)dx 


Ke . 26 


integralini hesaplayalım. 
İ (2x—5)'9 dx 


Çö 2 integralini hesaplayalım. 
Xx -8 — ualınırsa, 3x2dx — du olur. Buna göre, 
24,3 ia 
fx (8 -8)dx— Judu 
2x—5 — u olsun. Bu durumda, 
— v *c d 
m : u 
N 2dx—du ise dx— in olur. Buna göre, 
(0 -8) 











(foof | 
2 





ak se 28 


f-2” dx 


met 27 


Javxi2ex 


integralini hesaplayalım. 
integralini hesaplayalım. 


Çözüm 


.. .. 


Çözüm 


x—-2—uolsun. 
X*2-u2 olsun. Bu durumda 


Bu eşitlikte, her iki tarafın türevi alınırsa, ei 
: : dx-2 

(—0)dx du ise dx-du olur. di 

olur. Buna göre, 


Buna göre, 








favxaz dx fu? -2).vMu? -2u du 


— fe —4y2 )du 








| , 2u” . 4u” 

5 — 3 *G 

| o 2ixr2 akip 

— 5 3 *c 





| mk .. 28 


! 


i 
İ 


/ (Inx)” dx 


X 


integralini hesaplayalım. 





... .. 


Gözüm 


Inxu olsun. 














İdxdu 
Xx 
olur. 
Buna göre, 
(Inx)9 dx 
px. fuSdu 
Xx 
uS 
-— 4G 
6 
© (nx) 
5 *c olur 








n#—1 olmak üzere, 


İFodlGl e şe dir. 
n-* 


















































 Uysıdama 
Uygulama vE 
dx i 
4 ——.In|3x44|xc 
to) 
Jeli rs! > 4G | 3x4 3 
| 
i Uygulama 
e dx 1 
iyonlam fi ——in)xs4/4-eczin|)x*-4(tc 
Üyglama İ 5 n|xs4)| | | 


toy | 
ff ooo ox 11. ve nn | 


Kime .. 29 


e i 


integralini hesaplayalım. 





dp .. 30 


Gözüm | (2x-1)dx 
ax- bu olsun. Bu durumda 2 -x410 


adx -du ise dx il integralini hesaplayalım. 
a 





olur. Buradan, ' | Çözüm 
| DA -f | X—x 4 10-u olsun. 
A 1 l (2x— 1)dx —du olur. 
Talu | Şak. ja 
-Zanlufse X -x410 u 


Inlulsc 


-İ inlaxsbjsc olur. 
a 


—In) x2 -xs10İ4c, 


| Ta .31 


| | 2xe* *İ dx 











| -İnlaxsbjec | 
ii , o İntegralini hesaplayalım. 














X4*i1—uolsun. 
2xdx—du 


olur. Buradan, 
x2 41 u 
2xe dx— | edu 
-e"4c 


2 
-e* İscolur. 


Heye rnek..32 
| © dx 


integralini hesaplayalım. 





Gözüm 
Xx zu olsun. 
Bi — du ise e 


2x vx 


olur. Buradan, 





e» 





| dx f2e du 

vx 
—26 4$c 
-2e* *c olur. 


ai «20 


| sec? x-gnX dx 


integralini hesaplayalım. 


tanx — u ise sec2xdx —du olur, 


Buna göre, 











| seo? x. tanı dx Je“ du 


—e“4ç 


-eX 5g olur, 


üs ınek..34 


| cos? 4x—sin? 4x)dx 
integralini hesaplayalım. 
Çözü 


COS? 4x—sin? 4x -c0s(2-4x) 


-cos8x ...(1r) 


| (cos? 4x- sin? 4x)dx- | cos 8xdx 


z | cos u— 
8 
1 
iri J cos udu 
1. 
-—.-SsİNnU4sc 
8 
m 
8 
Yukarıda, 
Xzu olsun. 
8dx <— du 


değişken değiştirmesi uygulanmıştır. 











-sin8xsc olur, 








a ve b reel sayı olmak üzere, 


| coslaxtb)dx- 2 .sinfax b)xc 





Uygulama 


Jcos(2x43)dx-2.sin(2x 1 3)4c 



































ÜTmek .. 35 
| İ sin dx 


2x 





integralinin eşitini bulalım. 


Çözüm 
Jx zu olsun. 
(Yx) zu 
4 


IX 





dx—du olur. 





| 1 -sinVx dez | sinucu 


2 X 


x>—COSU*tC 


—-cosyjx *c 


Gk .. 30 


fsinz dx 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 


Xx 
— su olsun. 
6 


Sd ise dx-6du 


olur. Buradan, 
fsin7 dez f 6-sinu du 
-—6-cosUu*G 


X 
-—6-cos—*tc olur. 
o 








a ve b reel sayı olmak Üzere, 


| sintax sb) --7 coslaxsb)se 





Uygulama 


4 
(sin(2x48)dx----c0s(2x48)46 


i Uygulama 


| sin2x dx -2 cos 2x4c 


Uygulama 


fsin(-2x) dx --— cos (<2x)4*c 


- 2 -c0s(-2x)40 





| mak .37 


| tan dx 


integralininin eşitini bulalım. 


Çözüm 





sinx z 
| tanı dx— li dx tir. 
GOSX 


cosx < u olsun. 
i —sinxdxsdu 


i — olur. Buradan, 


sin X ; 
| tanx dx — | dx 
0S X 








-in|cosx|J*c 
—In|cosx|” *c 


—in *C 











GOS X 


zIn| sec x|*c 




















a ve b reel sayı olmak üzere, 


| tan(ab) dx--— nl costax sb)|c 





Uygulama 


| tan(2x *3)dx --Zhj cos(2x -3))4c 


Uygulama 


| tan7x dk > -< in cos7x|*c 





a ve b reel sayı olmak üzere, 


fcotlaxib)ax-T.n| sin(ax*b)|*c 


Uygulama 


| cotx dx -2-ln| sin) cin) sinx| «e 







Uygulama 


Jcot(2x43) dx -zeln| sin(2x43)J4c 


Uygulama 


1 
| cotex dx — Sen sin2x|*c 

















ii .. 38 
| dx 


X2 42x42 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 
242x142 -(X11)241dir 


Xtiİszu olsun. 





dx—du 

olur. 

Buradan, 

|—2—- du 

Xİ 42X42 j u2 41 

zarctanu*c 
zarctan(X-*1)*c 
——arccot(x*1)*c 

olur. 


Ürt .. 39 


| dx 
vYa—x? 
integralini hesaplayalım. 


Çözüm 

x s2uolsun. 

dx - 2du 

olur. Buradan, 

j dx z | 2du 
Ya -x2 Va 42 


-J 2du 


21)1-u2 


d 
İn 


1— 


<alcsinu sc 





SX 
sarcsin— *c 
2 


Xx 
— eee *C 

































































İY ak .. 40 


2 
j— di 





gı x2 


integralini hesaplayalım. 























Çözüm 
9-x  949-9-x. 
9x2 9x? 
18—(9<-xX) 
gx2 
. 18 ix 
9x” 9x 
8 4 
9-x 
j2 & | - Jan 
9g4Xx 9g 4x? 
-18-| - Jax (2) 
9 -x 


Ortaya çıkan integrallerden birincisini değişken değiş- 
tirme yöntemiyle sonuçlandırıp yerine yazalım: 


(—X-(— 








A i(ğetise dx - 3d cr.) 
9 X 2 
iğ) 
3 
-j 3di 
Blşğ 
1 İl dt 
3 1-27 
1 
——-arctan i-c 
3 
Xx 
—İ aratan e . (#4) 
3 gz 
/— dx -18- e fak 
9x 9g-x 
-18.1İ.arctan“-xic 
3 3 
-6-arctan” -xt6 
Xx 
>—6-arccot——x*c 
3 
olur. 


ÜTemek .. Ğİ 


| dx 
sin? 3x 


integralini hesaplayalım. 





Çözüm 
3x <u olsun. 
3dx — du 


olur. Buradan 


| dx “İs du ) 
sin? 3x 3 sin?u 


5—İ cötuse 
3 








2-1 götsxte 
3 


bulunur. 












Yukarıdaki örneklerden de anlaşılacağı gibi, her bir in- 
tegrale ayrı bir değişken değiştirmesi uygulanmakta- 


dır. 
Fakat bazı özel tipte integraller vardır ki bunlara uy- 
gulanacak değişken değiştirmeler bellidir. Şimdi bun- 
lardan dört tanesini verelim. 






























—— 
| | 
| den başka köklü ifade içermeyen fonksiyonların ine 
tegralini hesaplamak için, 
xza-sini 


| değişken değiştirmesi yapılır. 








N 





| vx? —a? 





Ünel .. 42 
|va-x2dx 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 
xz3-sint olsun. Bu durumda, #— arcsinz olur. 
dx -3- cost dt olur. Buna göre, 
(Yo F-f yY9-(3sint)2 -3-costdt 
-İ 9-9sin” t-3-costdt 
-İ Y9(1-sin? t) -3-costdt 
-| 9cos” t -3-costdt 
-İ 3-cost-3-costdt 
-9| cos? tdt ... (<k) 


gf İscos2t 
caf Esta 


-2) gzl cos2tdt 


9; 3 sin2t 

2 ? 2 

g sin zarosin? | 
——-| arcsin—ş————— 

2 3 2 


olur. 


(Er) daki satırda aşağıdaki özdeşlik kullanılmıştır. 


COS2t-2c0s” t—1 ise, 


cos? 4 İtcos2t 

















den başka köklü ifade içermeyen fonksiyonların in- 
tegralini hesaplamak için, 
va 
cost 





değişken değiştirmesi yapılır. 














ei .. 43 
| dx 
x2 N Xx -4 
integralini hesaplayalım. 


Çözüm 


X— 





2 2 
olsun. Bu durumda t-arccos Olur, 
X 





. 2sintdt 
cos? t 


dx 





olur. Buna göre, 


2sintdt 


cos? 1 


Eyi 
) -4 
cost COSİ 
2sintdt 


-J cos? t 
eri 

















-4 


cos? tY cos?t 


-| sintdt 


— 2 
2.2. 1—cos“t 
İ cos?i 


sintdt 


in2 

g. | sirt 
| cos? t 
-| sintdit 


ğ: sint 
cost 








1 
-| —costdi 
4 
1. 
——sint-*c 
4 


1. | 2) 
- —sin)| arccos— |4c olur. 
4 Xx 




















den başka köklü ifade içermeyen fonksiyonların in- 
tegralini hesaplamak için, 


xz—as-tant 





değişken değiştirmesi yapılır. 





























mek . 44 
İ dx 
X2 NV x2 41 
integralini hesaplayalım. 


Çözü 


xtant olsun. Bu durumda t-arctanx olur. 





olur. Buna göre, 


di 
| dx > İ cos? t 
2 İZ 41 İ tan? tytan?t41 
dt 
j cos? t 








in2 in? 
sin“ t sin t ., 








cos2tY cos?t 








olur 





| cost dt 

sin? t 
sint - u alınırsa, costdi - du 
olur. Buna göre, 


| cost dit — ju du 
sin? t 





E — nm m GC (-) 
sin(arc tanx) 


2 
#1 
NE iğ bulunur. 
X 


(4) daki satırda aşağıdaki işlemlerden elde edilenler 
kullanılmıştır. 





sinfarctanx)—? 
Tan pen 
a 


sina -? 








arctanx za 


isetana-X 


sina — sinfarctanx) - 


olur. 


X 
vVxz #1 





























aş .. 46 








"Yaxsb ve Yaxsb çe, 
— —— dx 
vb 4 

köklü ifadelerini içeren fonksiyonların integrallerini NXx—1 
hesaplamak için i , ni 

ği ii integralini hesaplayalım. 

OKEK (m,n) <p 
olmak üzere, Gözü 

axtb-—tP 


Kök dereceleri 2 ve 4 tür. OKEK (2, 4) - 4 olduğu için, 
değişken değiştirmesi yapılır. Pi 
x—1  t$ dönüşümü yapılır. Bu durumda, 


dx — 4Pdt olur. 


OKEK (m, n): mile n nin ortak katlarının en küçü 


(O: 
c: 
| 





Buna göre, 


İx- 4 
| TEZ e Çİ 2 ge dt 
Vx—1 “a 


2 
- Şa di 


- far 4812 )dt 


4.5 8 3 
1.49, 2ş 
5 *3 *-c 


ak .. 45 


| vV2x41—1 ik 
SY2x31 


integralini hesaplayalım. 


3 
4 >» 8 > 
z—-(X—1 4 j —1)4 
E (X-1) a (X—-1)4 *c olur. 


Çözüm 


Kök dereceleri 2 ve 3 tür. 2. Basit Kesirlere Ayırma Yöntemi 


OKEK (2, 3) - 6 P(X) ve O(x) ortak çarpanı olmayan iki polinom olsun. 
olduğu için, p : 

Pİ 
2x1 O(x) 


dönüşümü yapılır. Bu durumda integrali, vereceğimiz iki yöntemden biriyle sonuçlandı- 


2dx - 69dt ise dx — 3tdt olur. Buna göre, rılır. 


JE aks İ e 1s dt 
Y2x41 16 


3s 


3. / 
- (25 1se dt 
t 


a. Pl) in derecesi Ofw) in derecesinden büyük 
ya de eşit ise 





P(x) in derecesi 00) in derecesinderi büyük ya da eşit 
ise P(X, 00) e bölünür. 


- IG -1)38 dt 
> far“ -#)at 


-3p Bi 
7 4 





La . 47 


İ Ne dx 


7 53 
3 z 3 z 
—2.(2x41)6 ——.(2x41)3 4G 
7 ( ) 1 ( ) 





olur. integralini hesaplayalım. 














X#2 | x—1 
, x-1j1 
3 
| Xx4-2 

KE ie di 
| x—İ — 
Buna göre, 





——, 
xix 
İt 
he) 
(eN 
x 
1 
——, 
an 
pa 
* 
2 
o 
x 





z | x43 iZ, 


—x43in|x—1)4c olur. 


ie .. 48 
2 pe 
İZE dk 


integralini hesaplayalım. 














Çözüm 
Xx -2 43 
— x248x x-8 
—3x—-2 
— —3x-—9 
7 
2 
Xx —-2 
—X-34 - 
x*3 X4-3 


olduğuna göre, 


2 


İZE <7 Maras çzlak 


— -3x47İn)x43)4c 











mk .. 49 


| Xİ -8x2 42 


dx 
X*-2 


integralini hesaplayalım. 

































Çözüm 


Xİ 8X7 42 | x*2 
— x3 4 2x2 Emri 
022 
. —10x5 —-20x 


20x42 
4-20x * 40 











v 
AT 


3 2 : 
(Sa 1G —10x420— 2 Jax 


- 5x” -20x-38in)x42|4c 





b. Pfgj in derecesi Of in derecesinden küçük 
ise, 

PO) in derecesi 06) in derecesinden küçükse ifade ba- 

sit kesirlere ayrılır. 


Tan .. 50 
dx 
j XZ —3X 


integralini hesaplayalım. 














Çözüm 
i i tür. 
2 3x x(X-3) 
1 A B 
3) z X z x-3 
X(X— a 
( (4-3) ©) 


1 (ArB)x-3A 
x(X-3) —— Xx(Xx-8) 
1(A4B)x-3A ise, 
A:B-0 ve -3A-1dir. 
Buradan, 


1 1 
sl ve B-— 
A e > 


bulunur. 





Xx) 3x 3x3) © 





1 1 1 (4) 








dx 1 1 
| eğ . İ z ai) * 


a 
© Bİx 3)x-3 





-—Sinl le zinjx-3l4e 


olur. 


ua «51 


j2 


x2 —4 


integralini hesaplayalım. 





Çözüm 
el KM eği 
2-4 (X-2)(X12) 
Xx—1 A, B 
(X-2MXX42) Xx-2 x12 
x—İ (A4B)x4-2(A-B) 





(X-2XX42) 9 (X-2)(X12) 
Xx—İz(A4B)x4-2(A—B) ise 
A4B-1 ve 2(A-B)--1 dir. 


1 3 
—— ve B-— olur. 
Buradan, A 4 v a 


x-1 1 İğ 
La ALE) Aa) v9 


(2.1 LEŞ. Jr 
2 <4 4(x-2) 4(Xx12) 


1 dx 3 fr, dx 


p *— 
4İx-2 43x412 











-İinlx-2)4 Zin) xs2j4c 
4 4 


-—in)x-2sin| 6x2) se 


-ini/ex-2)-(x42| sc dir. 




















ik eye 


İ Xdx 
2 
XxX“ 42Xx-3 


integralini hesaplayalım. 


Gözüm 
X X & 
Mi abx-3 era) 
X A B 
KN) xL1İXE3 
X O (AtB)x43A-B 


(X—1)(X#8) — (x-1)(x43) 
X-(A4B)x-*3A -B ise, 
A-*B-1 ve 3A-B-Odır. 


Buradan, pi ve Be” olur. 
4 4 


X 1 3 


2x3 M2) Tara) 19 


İŞE İata d 
X 42x-3 İl4(21) EE it 


çİfde 3r dx 


alya alg 
-—inlx-1feZinlx43)46 
Ne 4 


Zin) xt) sin 64398) 


—in Yİ(x—1)-(x43)3| *c dir. 


kare .. 53 
İ dx 
3 


XxX 4X 





integralini hesaplayalım. 











Çözüm 
1 

- Ae e di 

XÖ RX X(X2 41) 

1 A BxiC 
XX 41) OX x2 441 

1 O (AKB)xXİ sCxsA 
Xx 41) X(2 41) 


İS(A:B)xİ 4CxsA ise, 















A-B-0 ve C-0 ve A-1dir. 


Buradan, B-—1 olur. 
Buna göre, 


1 1 X 


dx 1 Xx | 
z — dx 
Xİ 4x IG x2 7) 


z bak 














in) x| Sin) 2 rise 


di . 54 | 


| dx 
Xİ 4x2 








integralini hesaplayalım. 











Çözüm 
1 1 
z dir. 
Xİ Ex? x2(x41) 
1 A B C 
2 ee 
XxX (x41) X x X#İ 
İ O(ASC)Xİ K(A4B)x4B 
X2 (x41)  (X41) 


İS(A4C)xİ (A 4B)x4B ise, 


A*C-0 ve A4B-0 veB-1dir. 


Buradan, A-—1 ve C-1 olur. 





kid 
Xx (x41) OX x2 Xx#1 
dx 1 1 1 
> )/——4— 4 ——İdx 
1 4x2 ll Xx x2 ma) 
sf OK. (ed 
XxX İş İ xi 


a 
nl xl sin) xs1lse 


X4İ 


Xx 


1 
-—ic 
X 


zin 








olur. 






























3. Trigenemetrik Özdeşliklerden 
Yararlanarak İntegral Alma Yöntemi 





sin x ve cos X in çift kuvvetlerinin çarpımı biçiminde- 
ki integrallerde şu iki özdeşlik kullanılır: 


COSIX 
cos2x - 2c0s? x 1 ise, cos? xD.) 










2 1— cos2x 




















cos2x -1— 2sin? x ise, sin x-— (AK) 
sin2 x4-cos? x-1 ise, cos? x-1-sin?x ...(X) 
olur. 

sin? x--GOs2 x -1 ise, sin? x-1—cos? x ...(Yr) 

olur. 
Uygulama | Ty .. 56 

2 gin? » 5 — 
| cos“ Xx > fi sin X öx- | 1dx-xte | fos X 
1-sin? x 1-sin? x | 
integralini hesaplayalım. 
Çözüm 
ÜS | cos? xxx | ok 
rnek .. 55 2 
41 
——: | (cos2x41)dx 
f sin x dx 5 IK ) 
zi İ .sin2x4x *c 

integralini hesaplayalım. “İz 

..  .. İ - Sİn2X .İ yag 
Çözüm | 4 2 


f sin xdx f sin? x sin xdX 
z fe - cos” x)sinx dx 


kak öl 


> —COSX— | cos? XSİNX dx Jcos* Xx dx 


- | sinx dx— | cos? xsinx dx 





Son integralde © — integralini hesaplayalım. 

cosx — talınırsa — sinxdx — dt olur. Buradan, 

2 Çözüm i 
| COS? XSİNX dx -— fi dt 


COSİ X -COS? X-COSİ X 




















3 
o i —(1-sin? x)-cos? x 
cos? X 2 2 2 , 

| - sc olur. > COS” X—SİNİ X-COSİX, | SİNXCOSX > 

ö -cos? x—-İ.sin? 2x 

Buna göre, - m 

| sin X İX -—COSX— | cos”xsinx dx ,İkcos2x 1 i—cosâx 
” 2 4 2 
i 3 
İ cos” X i | 3:-4c0S2X$COSAX 
——COSX* *c dir. E (A) 
Bi ; 


8 


biçimindeki integralleri aşağıdaki özdeşlikler yardı- 
mıyla sonuçlandırırız. 


sina - cosb - Zisin(a b) * sin(a —-b)1.. (4) 


sina -sinb — -Zicosta * b) -cosfa -b)l.. (AAA) 
































safça ERK Üs 
8 rnek .. 59 
- 58 föxs4 fe 2xd İ 
OS2x xx Jeosaxar) | sin5x.cos3x dx 
1 Sİn2X  sin4x 
-Herra PX, 5 Je integralini hesaplayalım. 
1 : sin4x 
—— 3x4:2sin2x-——— #711 
1 ; Çözüm 


olur. İ İ 
| sin5x-cos3x dx - | TADLL BK) 1 sin(öx -8x) 
2 


-2İ İ sinax dx * | sin2x ox) 


de .. 58 - COS8X so2x) 











2 8 2 
| sinx dieosx) COS8X COS2x 
-———— — *c 
16 4 
integralini hesaplayalım. 
Çözüm 
| sinx d(cosx) fsinx (—sinx dx) 
Uygulama 
—— f sin? xdx R 
COS8X * COS2Xx N GOS8X 4 COS2X 
Ni 1—cos2x ir “| © 
—— (— a 2-—İC0s8X $ cos2x) 
2 
Sef vay Jcos2x JE kr cosöx w 
2 2 i COS8X-COS2Xx 
XxX 11 | 
-——-:—-—.sin fx 
255 2X4c 
mg SİN2X * WE 
2 4 ği 
| sinax-cosbx dx 
Uygulama 


| cosax-cosbx dx 

| sinax-sinex dx 

| sinax:sinbx dx 
ç (| SOS(4x-6Xx)—c0s(4x—6x) 

ip İ 5 dx 





1 
ei Jicost 0Xx—cos(-2x))dx 


4 
pa gri İlcostox-cos2x) dx 





1 
Gosa -cosb - —Jcosla *b) *.cos(a-b)l .. (**) | | 1 (o sre) 


2. 10 2 
sinlOx  sin2x 
$ tc 


| 20 ri 













































4. Kısmi İntegrasyon Yöntemi 


- 10) 
vsg6) 
olsun. u- v nin diferansiyeli, 
d(u:v) <du-v s dv-.u 
olur. Buradan, 
u-dy > d(u-v) —v-.du 


olur. Her iki tarafın integrali alınırsa, 


fusavzu-v— fvedu olur. 














Bi ş z ; .) 
Kısmi integralde u nun ve dv nin doğru seçilmesi 
çok önemlidir. Seçim doğru yapılmazsa, çözüme 
yaklaşmak yerine, çözümden uzaklaşılır. 


Türev ve integral alma bilgileri ışığında, seçim sezgi- 
sel olarak yapılabilir. Ancak, kolaylık sağlayacağı 
için, aşağıdaki kuralı göz önüne alabilirsiniz. 


arkin 
tO)1sin(mx*n) pdx 
cos(mx *n) 
integrallerinde; 
ga nn 
uzf(x) ve dv>fsin(mx*n) (dx 
cos(mx #n) 
seçimi yapılır. (f(x), polinom fonksiyon) 
log, (mx*n) 
arcsin(mx *n) 
| arccos(mx—n)kt(x)dx integrallerinde; 


arctan(mx *n) 





arccot(mx *n 
log, (mx*n) 
arcsin(mx *n) 
uzlarccos(mx—n f, dvf(x)dx 
arctan(mx *-n) 


arccot(mx *n) 


Yukarıda verdiklerimizi şu şekilde özetleyebiliriz: 


Genellikle, logaritma (L), ters trigonometri (arc...) 
(A), polinom (P), trigonometri (T), ve üstel (Ü) fonk- 
siyonların çarpımından oluşan integrallerden hangi- 
si varsa sırasıyla ona u diğerine dv denir. Yani sırala- 
ma LAPTÜ dür. Bu durumda logaritmalı bir çarpan 
varsa ona u deriz, Örneğin, &-cosx çarpımının in- 


tegrali alınacağı zaman Cosx -U ve e*dx — dv de- 


Tiz. ; | 














Üni . 60 | 
İ xe” dx 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 

UsXx 

dv e*dx 

olsun. Buna göre, 
uzxiseduzdx .. (4) 
dw>edxiseevze.. (#4) 
olur. 


Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 
fusavu:v- fvedu 
pe dı —x.e* — l e*dx 


—xe“ —e* 4c 


-(x-1)e* *c dir. 





f6) bir polinom fonksiyon olmak üzere, 


fioyetdx-f1()-0)40)—.le *c olur. 








Uygulama 
İ (3 -1)e*dx 
-T(8 <1) (08 1408 1) -1)"İe ve 
(0 ayi 46x-6)e* *c 
Polinom 3. dereceden olduğu için, 3. mertebeden türe- 


vinden sonrası alınan türevler sıfır olur. Bunun için 4., 5., 
... türevlere bakılmadı. 


Uygulama 

Pei 
—(2 —(x2)' 4x2)" (2 yet e 
-İ|x2 -2x42-0..İ-e* *c 


—İx2 -ox42İ:e* sc 














Mi .. 61 


je COSXAX 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 

je cosxdx -T olsun. 
U,  COSX 

dv, — e*dx 

olsun. 


Buna göre, 


u, — COSX ise du, ——sinxdx 

dv, <e*dxisev,-e* 

olur. 

Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 
Ts | 2” cosxdx 


-e cosx* İ e“ sinxdx ... (4) 


| e“ sinxdx—A olsun. 


Uz —SİNX 
dvg -e“dx olsun. 


duz - cosxdx ve Vp <«€* olur. 


Buna göre, 

Az | e sinx dx 
-e* ie | e” cosxdx ... (kk) | 

olur. 

Bulduğumuz bu sonucu (4) daki yerine yazalım: 
| € cosxdx-e* cosx- e” sinx— | e” cosx dx 


2| & cosxdx-e” cosx- e” sinx 


Xx 
Z e R 
je cOSxX e e kl dir. 

















Uygulama 


Xx 
Kİ e : 
Je sinx dx -— --(sinx —cosx)*c 


Li . 62 


f xcosx dx 


integralini hesaplayalım. 


u—Xx 

dv — cosx dx 

olsun. Buna göre, 
uzxisedu-dx ve 

dv — cosxdx ise v-sinx 
olur. 


Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 
Jurdvsuv- |vedu 


| xccosx dx - x-8inx- | sinx dx 
— X-SİNX-4- COSX*C 


olur. 


Uygulama 


4 
| xcos2x dx - (60S2X 42xsin2x) tc 


Uygulama 


Jasinx dX -—xcosx-*sinx*c 


ty .. 63 


| arctanx dx 


integralini hesaplayalım. 






































Gözüm 





uzarctanxX 
dv-dx 
olsun. Buna göre, 
4 1 
u—arctanx ise du— z dx 
14X 


dv-dxisevzx 


olur. 


Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 


fu-dv-u-v- |v:du 








f arctanx dx -(arctanx)-x— f* > dx 
14X 
1 2x 

-(arctanx)-x-- | > dx 
29 14x 


—X- arctanx-— -In(isx? )*c 


-x-arctanx—Iny14x2 #c dir. 


Uygulama 


| arccotx dx —X- arccotXx *-İnvy 14 x2 *c 


lek zel 


fır dx 


integralini hesaplayalım. 


Gözüm 


uzinx 
dv dx 


olsun. Buna göre, ” 
uzinx ise du İox 
X 
dv-dxisev—X 
olur. Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 
1 
fin dx xn — Pe ça 


zXx-İnx— fx 


zX:Inx—x-4c 


—x:(Inx—1)sc dir. 




















ÜT mek .. 65 


| xinx dx 





je dx 







pa integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
integralini hesaplayalım. 








x*İ 
> A *c B)2“*İin2 ii 
Çöz ) IRZ ) n24*c CG)2**'şc 
uzinx D) ii tc B2“*İlog24c 
iog2 

dv > Xdx 
olsun. | 
Buna göre, 

: 1 2 
uzinx ise de GK : 

p İl cos” x 7” 

dv - xdx ise v> e sin? x 


2 integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


Bu düzenlemelere göre, integrali alalım: 





A) *X*c B) 





- *X*c 
sinx COSX 
fusavzu.v- Jvedu 


ye 


1 
2 C) — #xcosx*c D) cotx—x*tc 
> Xx 1 : sİnx 
feci dx-——-İnx— ja 
2 2 Xx 


E) —cotx-x*c 





j > z 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) in) x2 #1) ex4 B) in)? #1) 4c 


Cc) zinlx? #1İ4c D) anl? stfkc 


E) zirh? Hilaxin) fe 





COSX 
Jia 
sin“ x 





integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 














1 1 
)——-ic ) — *c )— il *c 
sinx in COSX 
1 
D) *c E) *ttanx-*c 
OSX 












illa 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


N x3 ve 
—-Inxs —inxs 
G B) > Inx#c 


2 
C) »sinxsc D) Xİ sinx4c 





| -1100) ör 3x2 —X45 
olduğuna göre, f(6) kaçtır? 


A)3 B)7 c)8 D) 9 E) 12 





Ja orya 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


1 
A) Sf) sc ep“ C) IK -c 


D) 3) *c OE) İ4c 


| COİ XCOS” X dx 
integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) inlcosx|J4-cos?x4*c B) In(cos? x)*c 


C) Injsinx|-sin?x-c D) inlcotxj|sc 





102 
E) in isin xj X sc 
































JE ik 


x-5 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) 10in|x-5|4c B) Sin|x-5|*c 


C) x410in)x-5İ#c (OD) x#5in|x-5|sc 


E) x-5in)x-5|*c 


10. 





j 2dx 
X2 —1 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
































11. 


fv16-x dx 


integralinde x - 4sint dönüşümü yapılırsa 
aşağıdakilerden hangisi elde edilir? 


1 2t 14cos2t 
a — a B) 2. —at 
2 2 
1 2t 1—-cos2t 
o Ça D) 16.  — — at 
2 2 
14 cos 2t 
E) J > A 
12. 
f sini xax 


integralinde cosx - u dönüşümü yapılırsa 
aşağıdakilerden hangisi elde edilir? 


A) f? #u-1)du B) fu? )du 


o) fu? —u—1)du D) |? -iydu 


E) Şe s-u—i)du 














integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) İcoslse B) de C) cos 1 4c 
Xx Xx Xx Xx 
. İ 1 
D) sin—-4c E)—-4 cosx*c 
Xx Xx 


14. 16) - yolmak üzere, 


EM ay ig 
dx 
(952 


olduğuna göre, 1(3) kaçtır? 


A)4 B)3 c)2 D)0 E)-3 


15. 





| x#İ ie 
2 44 
integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
2 x 
A) Injx salıdarctan| & )s0 
B) İinp? #4) —Zarctan| >) sc 
2 2 2 
C) infx? #4) #zartanı *c 
1 


D) —infx? 4 al zarctan | c 
2 2 2 


E) zn 2 4 4J42arctan 2x -c 


16. 
F(X)- f sin? 2xdx 


3 : 
olduğuna göre, İz) — EZ) kaçtır? (Integ- 


ral sabiti sıfır alınacak. (c — 0)) 














2. 
ir 2 
COS”“x-İ-sin”x ... (4) 


2 
Cos" x —sin2 
| dx j- sin” x 


sin? x sin? x 


İG; as 


——COİX—X4*G 








3. 
X2 s1zu ise 2xdx—du 


ise xdx -Ş olur. 





Buna göre, 
X2 41 2u 
ge 
2d4u 
-İnlufsc 
——in)x2 *1İ#c olur. 
4. 


sinx — u ise cosxdx—du olur. 


Buna göre, 


Cevap A 


Cevap E 


Cevap C 




















COSX 
İpe e 
sin” x u? 


li 


1. 
———— sc olur. 
SINX 


Cevap B 





5. 


Yörsan Şart re fiğ 


3x2*1 
7 *İnx-#c 





3x0 In 
-—— »eİnx*c 
3 


-X34Inxsc 


Cevap D 





J-1f0)dx-3x2 -x45 


d d 
(X—-Üİ(X)6Xx-1 
6x—1 
X-—1 


6-6—1 


) 





6) 





Cevap B 


1. 


f(x) zu olsun. 


f(x) su ise f'(x)dx—du olur. 


Jar O) -'(x)dx J32 du 


3 


-İO)R *c 





Cevap E 


















































Cevap E 


8. 
feci XGOS” xdx— (5 cos” xdx yazalım: 
sinx 
sinx — u olsun. 
cosxdx < du olur. 
02 v 
| SDEX os? xdx lab Xx dx 
sinx sin X 
2 
—u 
N İ (vg, 
u 
Ji du- Ju du 
u 
2 
zInjuj we 46 
2 
| , sin? X 
sin)sin x|— *c 
9. 
Xx*5 | x-5 
— X-5 1 
10 
olduğuna göre, 
Xx45 10 
—l1* olur. 
Xx-5 x-5 
Buna göre, 








| e eğ is a 


10. 
NE AR MN dir 
x2 1 (Xx-1)(0X41) 


2 A B 


5 * 
x—1)(X41 x—-1 x*#1 
( X ) (X*1) o (X-1) 


2 O (A4B)x*A-B 
(X-1)(X*1) (X-1(Xx-1) 
2-(A4B)xsA-B olur. 
(Ax-B-0 ve A-B-2) ise 
(A-1 ve B--1) dir. 











xi 


Cevap GC 


B... zi <> 
2 1 (X-1M(X$1) X—1 x#1 


İ 2dx -i( Vİ Jax 
2 —1 x—1 X*#İ 
in)x-1J-in) x*1) 6 


(x-1) 


|x41) 











*c 








CevapA 


11. 


x4sint ise t— aresin-. olur. 
xa4sint ise dx-4costdit olur. 


Buna göre, 


j1 | J46 -(4sint)2 (4cost) dt 
-| JA6(-sin? t) (4cost) dt 
-| Y16cos? t (4cost)dt 
-| 4cost(4c0st) dt 


-| 16cos? tdt , (C0s2t-2c0s? t-1) 


1-cos2t 
| — a (A) 


2 
Ç vc 
—16-) —t* *c 
2 4 


-8t*4sin2t*c 





-8 aresin-. * asin zaresin” | -c olur. 


Bizden, x — 4sint dönüşümü yapıldığında elde edile- 
cek integral istenmiş. Bu nedenle (:k) daki satırda ce- 
vap bulunmuştur. Eğer integralin sonucu istenseydi 
sonraki işlemler yapılırdı. ; 


Cevap E 


12. 
f sin? xdx— f sin? x-sinx dx 
- İi-cos? x)-sinx dx (A) 


Bu integralde cosx —- u dönüşümü yapalım: 




















COSXx — U ise —sinxdx—du 


sinx dx — (1) du olur. 
f sin? xax- fe? Ya)du 


- fe —1)du .. (3) 


u3 
-——-u$c 
3 


Cos” 


X 
— —COsX*C 
3 





Bizden, cosx - u dönüşümü yapıldığında elde edile- 
cek integral istenmiş. Bu nedenle (:x) daki satırda ce- 
vap bulunmuştur. Eğer integralin sonucu istenseydi 
sonraki işlemler yapılırdı. 





Cevap D 
13. 
1 
—zu olsun. 
Xx 
2 dx-du 
x2 
Buna göre, 
PE 
sin — 
| x dx -- | sinudu 
2 
X 
-—(-cosu)*c 
—COSU*C 
1 
—cos—s*c olur. 
Xx 
Cevap C 
14. 
İY 2x3 
dx 
dy—-(2x—3)dx 


jay- ((2x-3)x 
yx? -3x4c 


fO)sx  —3xtedir. ... (X) 


1(1)-2 olduğundan 

(0) —-3-14c 
2-1-31cisec-4 tür. 

tO)>x2 —3x*4 

1(3)-3” -3-344-4 olur. 


Cevap A 








7 


İ a &-| & | j dx 
2 44 44 2 44 
x2-Az—uolsun. 


2xdx < du 











xx Si dir. Bu durumda, 








(— <1 (da 
Xx 44 2/u 
-—Inluj 
İş 12 
> ink *4lkc, ... (X) 


J——e- (——— | 
2 44 | OZ | 
4 3) 
2 
- İarotan (2) *c (ek) 
> 2 g9 (HE 


(4) ve (xx) da bulunan sonuçlar birleştirilirse, 











zil alto, zarar) 
s—İnJ)x -4)4c, -—arctan| — |*c 
2 di DU 








1 2 1 Xx i 
——İn|x“ -4J4-—arctan| — |4c : 
> l | zi O olur 
Cevap D 
16. 
| sin? 2xdx- Jj 0x 
2 
FO) Zf e-2 Jeos4x dx 
2 2 
1 sinâx 
F(X)5—.Xx— *c ,(c-0 
©) > 8 (c-0) 
olduğuna göre, 
4 sin 4 2) 
2 2 2 4 





(ZE -———— 5 (ER) 
2 2 2 8 4 
re ES 
2 2) 4 4 
T 
- — olur 
2 
Cevap A 




















1. 
fx dx 
integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
2 
A) 2x4c B) Xİ *c O)  -40 
2 2 
D) —4c E) XxX“ 44x46 
> 
2. 
| | (2x 41)dx 
İ 
integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
x2 
A) 2x4c B) x sc O) 46 
2 2 
D) —-c E) XxX“ *x34c 
2 
Xx 
l 
3. 


| 43)x 


ifadesinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 
il (c : İntegral sabiti) 


A) xt *3x$c B) 4xX943x*c 


C) M134c D) 4x5 42x16 


E) x43x2 *c 





21 | dx 
ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


2 


A) x*c B)3*c o Ze 


D) 2x-2 E) Xİ ic 











| xdx-* | ydx 
ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


x2 
C) — kyxsc 
) YA 


E) Xx” $c 


d 
—| /2 ) 
dx | | 
ifadesinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 
A)0 B) 1 c)2 D) dx E) 2x 
d 
—| |(i4inx ) 
dx | | ( ) 
ifadesinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 
A) x*inxtc B) xinx*x*c 
C) xinx—x*c D) i *inx 
E) XX *inx*c 
8. 


al fin a) 


ifadesinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 
B) x 


A) inx GC) inxdx 


D)xdx E)inx16 




















9. f herxreel Sayısı için tanımlı ve türevlenebilir bir 
fonksiyon olmak üzere, 


f(X)—x2 —x 


(0-3 


olduğuna göre, f(-2) kaçtır? 


13 -9 
AM EE 
) 5 


10. #6) fonksiyonunun grafiğinin (2, 1) noktasındaki 
teğetinin eğimi —1 dir. 


İ(X)-x2 —Dax 


olduğuna göre, 1(1) kaçtır? 


1 1 —İ —7 
A)2 B) — C) — — — 
e e VB. 
11. 
1 
Ptoydeİeinx 
Xx 
olduğuna göre, f(-1) kaçtır? 
A) 6 B) 4 c)2 D) 3 E) -4 


| cos(2x -3) dx 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) 2sin(2x—-3)4c B) 2 005(2x-8)40 


C) 2c0s(2x—3)$c D) z3in(2x43)xc 


1. 
E) gsin2x-3)4c 





i 





13. 


Zİ Jacos? ») | 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) -sin2x:5c 
C) -sin2x 


B) sin? xsc 
D) —-cos2x 


E) cos” x | 





14, 
| tan(in x) dk 
Xx 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) in(cost(in x) *c B) -In(sin(in x))*c 


C) sin(in x) *c D) -In(cosfinx)--c 


E) —cosf(inx)4c 





ll cos(e * |) 


e* 


dx 
integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) —-e*.sin(e”*)sc B) sin(e*)*c 





GC) e*;c D) -cos(e”X)xc 
E) -sin(e”* )4c 
16. 
sin X 
| dx 
cos” x 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


A) secx*c B) cosecx-;c 


C) cosxic D) sin? x4c 


E) tanx-sc 
































f(2x-1” dx 
ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
A) xİ—2x2 #x46 B) x3 42x27 4x46 
Cc) Şire D) EKİ 4x16 


E) — —2x2 -x*6 








j2 dx 


X2 -x 


integralinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


Xx? —x Inx 


*c Ri O) x5 -x*6 





D) in|2x-1)4c E) in) 2 —xİsc 





avi) : 


Xx 


integrali aşağıdakilerden hangisine eşittir? 
3 1 
A) 2x2 -Cie B) Vx? #516 
2 
C) 21x35 -—ie D) 3vx3 ii 


3 
E) 21x7 -inxte 





f sinxscosx? dx 


integralinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 














i is 
a ye Exe 
pi) 2 
i s 
c) e D) x- 2 2 8 
2 2 
sin2x 
c 
2 
Xa e a 
! ER 
EN 


P() polinomunun ikinci türevi, 
P"() 8 


olduğuna göre, P(x) polinomunun baş kat sa- 
yısı kaçtır? 


A)2 B) 4 Cc) 6 D) 8 E) 10 
(6: 
Eye 
Mİ 
fettan? x)dx> fsamtan? x) dx 
- fi dx* Jtan? x)dx 


Yukarıda bir integral alma işlemi tamamlanmadan 
bırakılmıştır. 


Buna göre, bu işlem tamamlandığında sonuç 
aşağıdakilerden hangisi olur? 


A) İstanx*c . B) xttanx*tc 


O) istan? x4c D) x#tan” x*6 


E) x—tan? x*c 











TG 

















yzarcsinx olmak üzere, 


hp dy 


integralinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 








A) —cosy*c B) —siny*c G) siny*c 
1 
DD eye 
1-y2 1—x2 
raya 
Xx 
((e)-1 


olduğuna göre, f(1) kaçtır? 


AT BE 9 





fa) - ML 


olduğuna göre, İfogge)ex integralinin 


eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


A) —f(0)*c B) İ(x)*c 
G) H(x)tg(x) 4G D) -in| f(x) sc 
E) -inlg()|*c 








10. 


11. 


12. 


İ COSX dx 


2—c0s5”x 


integralinin eşiti aşağıdakilerden hangisidir? 


A) tanx-*c Oo B)tan”xsc GC) arctanx*c 


D) arctan(cosx) *-c E) arctan(sinx) -c 





f dx 
(2417 
integralinde x-tan9 dönüşümü yapıldığında 


aşağıdaki integrallerden hangisi elde edilir? 


A) İsin?e de B) İcos28 de 


o) ftan?o de D) İcotZe de 


do 
E 
) İber 








(0) - DetA olmak üzere, 


e Jainxak finx 


3 2 2x2 


olduğuna göre, f nin yerel maksimum nokta- 
sının apsisi kaçtır? (Det A: A matrisinin determi- 
nantı) 


3 
AZ 
)z 
























































Belirli integral matematik analizin temel konularından biridir. Birçok bilim dalında uy- 
gulama alanı vardır. Eğrilerin sınırladığı alan, hacim, eğri uzunluğu, iş, hız, eylemsiz- 
lik momenti gibi hesaplamalar belirli integral yardımıyla hesaplanır. 


A. BELİRLİ İNTEGRAL 


b 

Jo dx—F(x)xc olmak üzere, fo dx ifadesine f(x) fonksiyonunun a dan 
a 

b ye belirli integrali denir. 


b 
Belirli integralin eşitini F(X)| ya da (|F CİM gösterimlerinden biriyle bulacağız. 
a 














n b 
İfojesFoyl 

a 
a 





-F(b)-F(a) dir. 


mek ..1 
3 
pe dx 
0 


integralini hesaplayalım. 





Çözüm 
3 a 73 
pe dx) X— 
) 0 
38 o 
ET 















































2 
2 
le 
-(84c)-(2t6) 
z6 
Uygulama 


Tar-finlalsel? 


-(infe|sc)-(ın|1)4c) 
-(146)-(0*c) 
zi 


Daima sadeleşeceği için, integral sabiti olan € be- 
lirli integralde yazılmaz. 





Uygulama 


z 7 

f cosx dx sinx| 

0 

0 

sinz —sinO 
z0-0 


0 


Uygulama 
fin dx —x-.(Inx—1)46 


olduğunu belirsiz integral konusunda vermiştik. 


finx def xd), 
1 


-e:-(ine—1)-1-(1n1—1) 
-e-(1-1)-1-(0-1) 
—i 


İ 

















B. BELİRLİ İNTEGRALİN ÖZELLİKLERİ Uygulama 
Mz 379 pa 3 
Dk) e 
# ör) 7 © 9 
v je x-)Eİ EE 
Tata 7 3İg 3 3 
> o 3 
Te dx di | dx-- (a? dx 
l : 3 0 
belirli integralinin sonucunu bulalım. 
Çözüm Uyg 
2 ” 2 z 
j< İŞİ Jeton -e|-e? Sai e 5 (0) 
? 1 
2 
ii jet -et sel -e (e? e) .. (4) 
-0 5 2 


2 1 
je dx —— fe dx olur. 
1 2 


Yukarıdaki örnekte olduğu gibi, 


İar -O dr. 

i Ülmek..3 

a 3 3 
pt pla pek 
0 1 0 






işleminin sonucunu bulalım. 


Uygulama 


o 
Dd | sinxdx-0 


1 
0 3 3 3 
Xx 1 0 1 
ğ Bars) İ NEM (*) 
id finxdx-0 : zi 
5 


3 313 3 p3 
2 Xx 3 o 
xXdx-|— | -—-—-9 AK 
peseliŞ| 5 -E e ve 
0 
7 i i 1 26 
fxtdxi fxldx- )ldx- 1 -9 
3 
o 1 o 
-9-9 
—0 





dye 


8 6 8 
f2xdx- f2xdx4 f2xdx 
2 2 6 





eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim. 
Gözü 
- B 
fex dx —X2 | 82 22 -64—-4-60 .. (e) 
2 
2 
6 8 
6 B 
fex dx * fax dx —x7 (4x2 | 
: > 2 6 


—(62 —27)4(82 -62) 
-62 —22 48? -6” 
-8? —g2 

-60 .. (XX) 


(G) ile (3x) in sağ tarafları eşit olduğundan sol taraf- 
ları da eşittir. Buna göre, 





8 6 8 
faxdx- Jaxori f2x olur. 
2 2 6 








Son örnekte olduğu gibi, 


a<c-<b olmaküzere, 





İrade İioyaxs fide tir. 


Bu özelliği, parçalı fonksiyon ve mutlak değerli fonk- 
siyonların belirli integralini bulurken kullanacağız. 











Uygulama 


-8<2<5 olduğundan 
2 5 5 
| Xx dx he dx pe dx tir. 
3 2 3 









































Uygulama 


1<2<x<2x olduğundan, (723,14) 
2 x 2x 
j< dx fx? dx | 


2x 
“kg je dx tir. 
1 2 z l 


Gk 5 


3 

li | x2 2x | dx 

1 
integralinin değeri kaçtır? 
C)4 


A)2 B) 3 


Gözüm 


Mutlak değer fonksiyonunu, tablosunu yaparak ya da 
grafiğini çizerek, ya da kritik noktalarını belirleyerek 
mutlak değerden kurtarıp sonuçlandırabiliriz. 





vi 42x, 1<x<2 ise, 


XxX -2x, 2<x<3ise, 





The exlak 


9 3 
g je K2x)dx4 je —2x)dx 
i 2 































TÜ Yine .6 





Mutlak değer fonksiyonlarının integralleri, fonksiyo- 








nun işaret değiştirdiği noktalar göz önüne alınarak a. X<0 ise 
sonuçlandırılır. 
1(X)-540, X—0 ise 
1; X>0 ise 
2 
Jet) 
Uygulama 
i i il olduğuna göre, K kaçtır? 
fbelax- bg ds Ja? dx 
j J j A0 B) 1 o? D) 2 Ep 
i 2 2 
— Je dx tir. 
3 Çözüm 
Xx < 1 iken f(X—1)—-—1ve 
x> iken 1(X—1) — 1 olduğuna göre, 
Memik 2 1 2 
fxt-0) dx f xx EN 
ğ ” ği 4 — 1 
| ll fx dxs pd l 2 
J : j -|-| J.| 
2 İş 2 İş 
NE 
v0 O 
Üğylama -5 dir. 
14) ise inx<0 
xe > ise Inx< Cevap C 


xe(1, e) ise lInx>0 ve 
> <1< e olduğundan, (622,7) 


e 
























1 e 
flinxdex- f-inxax finxdx olur. 
1 1 1 16) fonksiyonu, sürekli ve çift ise, 
2 2 
a a 
| to)x-2. (ty tir, 
Uygulama i | 
XxX, x<2ise | 
f(X)21x41, 2<x<4 ise | 
xXx, x>4ise | 
olmak üzere, | 
Fonksiyonlar konusunda “her x e A için 
5 2 ei 5 a | 
| toy j< irt Jreakı fx dx İG) 10) | 
> Si Ni 3 ise, f fonksiyonu çift fonksiyondur.” | 
a biçiminde tanımlamıştık. | 








İk 7 


2 
| XxX dx 
> 


integralini hesaplayalım. 


Çözüm 


f(X) > x2 fonksiyonu çifttir. 


Buna göre, 


ek .8 








xl 
2 


3 
olduğuna göre, | 
*1 


0 * 


kaçtır? 





xl 





dx integralinin sonucu 








02 41 


Buna göre, 


1(X) 


olduğundan f fonksiyonu çifttir. 






































f©) fonksiyonu, sürekli ve tek ise, 


| #(x)dx-Odır. 
—a 











(00) > 46) 





biçiminde tanımlamıştık. 









Fonksiyonlar konusunda “her xe Aiçin, 


ise, ffonksiyonu tek fonksiyondur.” 





Kek .. 9 


: 3 
dx 
ph 


integralini hesaplayalım. 


Çözü 
1. Yol 
2 4 z 
Sy 
fx ars) 4 N 
-2 
94 (-2) 
ii 
,16 16 
a 4 








2. Yol 
fp) — x3 olmak üzere, İ(-x) > -6) olduğundan f fonk- 
siyonu tektir. Buna göre, 


2 
j* dx-Odır. 
2 


Uygulama 


10) — sin x 
1) > sine) > -sinx > -6) olduğundan sinx tek fonk- 
siyondur. 


sin x dx 


lela 


integralinde sin fonksiyonu tek fonksiyon olduğundan, 


sinxdx0 olur. 


! X 
pla RİA 


inek .. 10 


integralini hesaplayalım. 


Çözü 
x3 #sinx 
© cosx 


(0) olsun. 


(0) sin) 


1) cos(—X) 
3 pi 
-x3 —sinx 
A aş 
3 gi Bi 
My 


COSX 
(-x)2-1(0) 




















olduğuna göre, i fonksiyonu tektir. Buna göre, 


(TE 


ğ 


lu“ 
x 
© 
*t 
&. 
- 
x 


Bir önceki örnekte x3 ün integralini bulmak kolaydı. Bu- 
rada f(x) in integralini bulmanın çok zor olduğunu gö- 
rünüz. 

















il ) 
İki ya da daha fazla fonksiyonun toplamının ya da far- 
kının belirli integrali, onların belirli integrallerinin top- 
lamına eşittir. 


b b b 
fltokg)ldx- İto Jay tir. 


MN EE aç EMME 





Uygulama 


4 4 4 
fesim)dkz fx fin dx 
1 1 1 


E & — 
2 2 2 
| sina) dx > fxax- f sinx dx 
o 0) o 


dr . 11 


sin? xdx# İ cos? xdx 


DİA taam, Gİ EA 
DİA em DİP 


integralinin değeri kaçtır? 


l 
LU 
mola 


0 B) 2 97 D) 5 





Çözüm 


Toplamı oluşturan integrallerin sınırları eşit olduğu için, | 
toplamın integrali biçiminde yazılabilir. 


sin? xdx* | cos? xdx- | (sin? x4cos?x)dx 


oja Wwe 
Dja e Swja 
ola ——wla 





, 
Ola Sofa 
— 
o 
x 


Cevap B 








Ler . 12 | 


x 
İlsinx-cosx)ax 


7x 


2 


integralinde t- x—x dönüşümü yapıldığında elde 
edilecek integrali bulalım. 





Gözüm 


Çözümde kullanacağımız aşağıdaki kuralları hatırlata- 
lim: 





4 sin(x—6)-sing 


w cos(7—6)--—cos4 


# İde -İ f(x)dx 
a b 


PA İce Jia fryat | 





Verilen belirli integralin sınırları 2) ilen dir. 






































| xn için, tz0 olur. 


Bu iki t değeri ile t  x — x dönüşümü yapıldığında el- 
de edilecek integralin sınırlarını bulmuş olduk. Bu koşu- 
la uygun seçenek A ile B dir. 


İsn-xisexza-i 
ise dx — (0—1)dt 
ise dx —-dtdir 








Buna göre, 


o 


İlsinx—cosu)dx z | (sin(7-t) asel idi) 


2 


(sint * cost)(—dt) 


il 
eli 50 ela 


o 
--fesints cost) at 





2 
— fsints cost) dt olur. 
o 

















Uygulama 


: in2 
f arotan Xx dem ise 
4 2 


1 1 
| 2sarotanx dx-2. f aratan x dx 
0 0 


-2( 5-12) 
4 2 


-E m2 olur. 
2 








| ÜS mek .. 13 







yi) 


y - f6) fonksiyonunun grafiği şekilde verilmiştir. 








4 fi 
f 
Buna göre, İl ©) dx integralinin değeri kaçtır? 
tx) 
2 
A) 1 B)2 c)3 D) 4 E) 14 
Çözüm 
Grafikte verilenlere göre, 
(2) — e 
(a) e 
olur. Buna göre, 
4 : 4 çı 
7“ f 
je dx-7:| Gi dx 
HA) J 16) 
4 
-7-1njfO9)İİ 
2 
-71n|f(4))-7-1n) (2) | 
-7:1nei -7-ine? 
—7.4-7-2 
-14 
olur. 
Cevap E 


C. İNTEGRAL — TÜREV İLİŞKİSİ 


Belirsiz integralde aşağıdaki kurallar verildi. 
d 
e — 
ç İlter) 00) 
vi 
4 —— pdx-f(x)*c 
e Ni e &) 


Şimdi de belirli integralle türev ilişkisini vereceğiz. . 

















a 
8 
ie sna) 
1 


ifadesi aşağıdakilerden hangisine eşittir? 


C) 76 


8 
2 : zel 

ji *x*#1)dx integralinin sonucu bir reel sayıdır. 

1 


Bir reel sayının türevi sıfır olduğu için, 


gf8 
EM Jo sre sa dır. 
1 












v(x) 


F(x)5 | Hu) du ise, 






i u(x) 
| FX) Vİ) İV ue) fu tir. 





ki .. 15 


xİ 1 
FO) | i2dt 
2x 


olduğuna göre, F'(-1) kaçtır? “© 


A) 1 B)2 Cc)3 D) 4 E) 5 


Çözüm 
P(X) (Aİ —1)' (0x3 1) — (2x) (2x) 
—3Xİ (Xİ 1) —2(2x) (e) 


F(1)-3(-1) (A1) 1 2 
—4 tür. 


Cevap D 





| g(x) 








Uygulama 

| 17x Bi 

i FG) | 5 —du ve f(u)- ZU ep 
J U”43 u2 43 


| F)SGZA)ERİ7x)- antfaj 





2-17Xx : 
s17- > —0. 24 
| (17x)43 4” 43 
Sİ 
er tür, 
(17X)9 43 











2 





İ v(x) 


aeR ve F(x)- | f(u)du ise 


a 


F(O)V)İVOYİ tir. 


| lek .. 16 


1 
2x43 vt 


te, 9 


dt 





olduğuna göre, g() in apsisi 4 olan noktasındaki 
teğetinin eğimi kaçtır? 
Çözüm 


ge in apsisi 4 olan noktasındaki teğetinin eğimi g'(4) 
ür. 





9(X)-3'.4(3)-(2x:3)"f(2x53) 
1 


12x13 


9g (x)-0-1(3J-2. 
MN 
12x43 

ğe 


12x43 


İŞİ 


g(x)-0- 


olur. 





g(4)- 











i 


























e 


dx 


X*-1 
0 


integralinin değeri kaçtır? 
A) ine * 1) B) in(e — 1) C)i 


D) 21n2 E) in(e? * 1) 




















2. 
i Xx4#İ, x>2 ise 
XxX) 
) 3x2, x<2 ise 
olmak üzere, 
3 
fto)ax 
0 
integralinin sonucu kaçtır? 
y3 pit oz 010 ES 
3. 
3 
fl2x-1fax 
- 
integralinin sonucu kaçtır? 
—17 17 
— B— C)-8 D) — E)9 
A) -9 ) 5 ) ) 2 ) 
4. 
mX*-2, x<iİise 
1) i 
-3x4*m, xz1 ise 
2 
| 0) dx-5 
0 
olduğuna göre, m kaçtır? 
5 7 14 
— B) — Cc) 4 D) 5 E) — 
AZ B; © ) yz 











integralinin sonucu aşağıdakilerden hangisi- 
ne eşittir? 


)22 B2 ONS DN2 Bi 
Ru 
2 
(cos 2x-sin 2x) dx 
o 
integralinin değeri kaçtır? 
—1 —1 —- 
A) -2 B) -İ Cc) — D) — E — 
) IŞ DŞ BŞ 
r z 
6 6 
feos? Xx dx— fsin? x dx 
o o 
integralinin değeri kaçtır? 
> İ v2 41 23 
A) A Bg, — o —— 
3 3 5 
p 8 g8 
8 4 


5 5 1 
ii dx * | ca) -) dx 


integralinin değeri kaçtır? 




















İfo)dx-xsinx 


f(2) 
| 2Xxdx—T 
(0) 


olduğuna göre, T kaçtır? 


M-2 Bİ 9? pF gi 


10. 


d i COSX sin x 
— he —2)dx 
r 
2 


integralinin değeri kaçtır? 


A)0 B) 1 C)4 D) 10 E) 18 


Ti. ffonksiyonunun grafiği (e, -1) noktasından geç- 


mektedir. 
dixİ -3x) 
xs e 
| SK dx 
(3) 
| dx <A 


t(0) 
olduğuna göre, A kaçtır? 


A0 B)1 CO12 D)16 E18 


12. 


FO) | (8—t)at 


Xx 
olduğuna göre, F'(x) kaçtır? 


A) B)x—-4 
Dx*k1 


C) 1-6 
|a*t2 


FO) (sini? at i 
1 





3 
e BB go DİE p 
14. 
1 
| dx 
Şa Xv1x2 


integralinde x — tanu dönüşümü ğ 
g dı yapıldığında 
aşağıdaki integrallerden hangisi elde edilir? 





e A EE 


Tr 
z) ? 
A) fcosecudu B) (tanudu C) İ Ki 
kl Tr 
3 2 








15. 
ye 
4 
| cos? X-SİN2X dx 
0 
integralinin değeri kaçtır? 
5 1 3 si — 
AZ BŞ gi pilegiz 
8 2 )3 ) 4 b) 2 


16. Her noktada türevli olan yz t() fonksiyonunun 
grafiği (-1, 0) ve (4, 2) noktasından geçmektedir. 


4 : 
Buna göre, | İ(x)-İ(x)dx integralinin değe- 
a 





ri kaçtır? 


A) 1 B2 3 Da BS 






































1. 
XT 1 
. (Xx 
x*#İ x#İ 
0 0 
e 
zin)jx11 
0 


zInJe- 1(-1nf0 1) 


zIn(e*1)-iIn1 
zIn(e*1) 
Cevap A 
2. 
İfonksiyonu, 


x>2 iken İ() <x*1 
xS2 iken f(x) 3x2 


şeklinde tanımlandığı için sınırları O ile 3 olan integralin 
sonucunu bulmak için 2 ayrı integral alınır. Buna göre, 


Cevap A 


3. 


Mutlak değer fonksiyonunu, tablosunu yaparak ya da 
grafiğini çizerek, ya da kritik noktalarını belirleyerek 
mutlak değerden kurtarıp sonuçlandırabiliriz. 
1. 

2x-İ1, x>— ise 
|2x-1)< 
-2x41, x<— İse 

2 


olduğuna göre, 


3 2 3 
| (2x-1fdx-| -(ex-1dk4| (2x-—1)dx 
—1 — 1 
2 
: 


(Xx 4x) 1 02 Ğİ 
1 1 





Cevap D 


x<iisefe<mx*2dir 


x>1 ise ©) -—-3x*-mdir. 


O Onam 


1 2 
O) dx fiya Joya 
(9) 1 


1 2 
5 (mx 2)dx4 fcöxsm)ax 
1 





5. 
1. Yol 
16) fonksiyonu, sürekli ve çift ise,, 


1(a)dx-2: | 10e)ax fir. 
o 


-a 


Kosinüs fonksiyonu çift fonksiyondur. Yukarıdaki ku- 
rala göre, 


COSXdX 


Oo, pİA 


| cosxdx—2- 
iie 
4 














7 
4 


EL) 
-vV2 


Cevap D 


6. 
1. 
GOR EK — SİLEK Gi ve 
y —1 N 
SİNEK GORZA Re dir. 


K 


2 
| cos 2x-sin2x) dx 


z 


2 2 
— | cos2x dx — Jsin2xax 
0 0 


1. 3 — z 
-| sinex |? | Zeosax |? 
2 be ra : 
->İsin2- -sin2 o) Del 2.E 
5 > >) 0s 2 -cs2.0| 


1 
— g00) ENİ 


z<—i olur. 


CevapB 


! 








7. 


Farkı oluşturan integrallerin sınırları eşit olduğu için, is- 
tenen integral, farkın integrali biçiminde yazılabilir. 


x 
6 


2 i i 
cos” xdx—İ sin? xdx- | (Cos? x-sin? x) dx 


o——0o0j4 
o—0Ja 


Cevap E 


8. 


Toplamı oluşturan integrallerin sınırları eşit olduğu için, 
istenen integral, toplamın integrali biçiminde yazılabilir. 


5 5 5 
1 
Jioox dx * foof:) dx — | hear sia İ)ldr 
2 X Xx 
2 2 
5 
1 
- Jioolx:1)ax 
Xx 
2 
5 
z float dx 
2 


5 
- Jo 
2 
0 


Cevap A 





















































Buna göre, 


(2) 
| 2xdx-1T 
HO) 


Cevap B 





10. N 


Çi — gsinx )dx 


va A 


integralinin sonucu bir reel sayıdır. Bir reel sayının türe- 
vi sıfır olduğundan, 


z 
d cosXx sinx Ee 
—i l(e —25'0* dx (<0 olur. 
dx h 


x 


2 


Cevap A 








11. 


3 
fO)z pa ella, ise İ(x)-x”-3x*cdir. 


f fonksiyonunun grafiği (2, —1) noktasından geçtiğine 
göre, (2) --i1 dir Bu durumda, 
İ()x3 —3x4c ise f(2)-29 -3-24c 
—128—-6*c 
c-—3 tür. 


Buna göre, 
f(X)>x3 -3x-3 ise f(0)-09 -3-0-3--3 olur. 


ise ((3)-39 -3-3—3-15 olur. 


Bu durumda, 
(3) 
| dx <A 
1(0) 
15 
| x-A 
— 


15 
xJ A 


15—(-3)-A ise A-18 dir. 


Cevap E 


12. 


FO) | (s-i)at ise 
E'()— (sinx)'-(3 -sinx) —(x)'-(8-x) 
-(cosx)-(3-sinx)—1-(3—x) 


—3c0Ssx—cosx-sinx—34*-X ... 


/ 


F'(a)-3-c0sn—cosa-sina—-3*7 
-3-(<1)-(-1):0-347 
ER 
-—6 dır. 





ik maa lak ala mr many işl k b 




















Xx 
FO) f sin? dt 
1 


F(X)-(x)'-(sin x2 )—(1)'-(sin 2 ) 
-1-(sin x2 )-0.-(sin1) 


-sinx? ... (X) 


2 
Esan) -sin £N2 olur. 
2 2 4 2 
































Cevap E 
14. 
x-tanu ise dx— olur. 
cos? u 
Mia “ T Pp 
x-3 için, 3 -tanu ise e tür. 
Xz1 için, iztanu ise vin tür. 
XvV14x2 —tanu-y14tan?u 
sin u sin? u 
— “Jİ 
cosu cos? u 
o sinu İcos?ussin?u 
COSU cos? u 
sinu 1 
GOSU V cos'u 
sinu 
— > dur 
Gcos“u 
Bu durumda, 
Z du 
4 
Ni İ cos” u 
sinu 
3 cos?u 
a 
. ll du 
sin u 
3 
2 
— | cosecu du olur. 
3 
Cevap A 











15. 


cos? 


xu olsun. Bu durumda, 
2C0S x(-sin x) dx du 


—sin 2x dx—du olur. 


X 0 için, u-cos? 0-1 





ke A 
fe) 
O 
© 
Li 
x 
&. 
> 
NN 
x 
o 
x 
ıl 
i 
Pe SANMIŞ SY par 
c 
o 
Cc 





Cevap C 


16. 





y - İ() fonksiyonunun grafiği (-1, O) ve (4, 2) noktasın- 
dan geçtiğine göre, 


(41) - 0 ve f(4) -2 


olur. 


İeŞIN 
2 





İto ax- ie 





olduğuna göre, 


4 2 4 
| eyatnyare) 1 
> 2. İk 


her Far 


2 2 





olur. 


Cevap B 




















2 
fon 
0 


ifadesinin değeri kaçtır? 


yaa g2 o? 








2. 7 e olmak üzere, 


b 
pe dx 
a 
integralinin değeri kaçtır? 


(e doğal logaritmanın tabanıdır.) 


A) -1 Bo G1 





3. f, sürekli ve tek fonksiyon olmak üzere, 


4 
| f0)dx—72 
2 
— 
İ fo) dxL 
4 


olduğuna göre, L kaçtır? 


A)-72 o B)-36 C)0 








fixlex 


integralinin değeri kaçtır? 


A)39 OB)40  CO)4t 


3 
İh -alax 
0 


işleminin sonucu kaçtır? 


1 
fe xe?*dx 
0 


integralinin eşiti kaçtır? 








D) 42 


E)2e 

















İN “Sa 
1-1 

im | 2 

x>2 x—2 


ifadesinin değeri kaçtır? 


A) -2 B) -1 Cc) 0 


İN 


ifadesinin değeri kaçtır? 


A1 B)10 C25 D45 E)55 





Reel sayılarda sürekli ve türevli olan y — 1(X) fonk- 
siyonunun yerel minumun noktasi Â(-1, —2) ve 
yerel maksimum noktası B(3, 6) dır. 


KAF) je e A 
141(-1) i o)? 
olduğuna göre, K kaçtır? 


A)1 B) 2 Cc) 3 











Xx, x<2 ise 
tx) 
X*İ, .x>22 ise 
olduğuna göre, aşağıdakilerden hangisi doğru- 
dur? 


A) #fonksiyonu |0, 3) aralığında daima süreklidir. 
B) ffonksiyonu (0, 3) aralığında tanımlı değildir. 


C) ffonksiyonu (0, 3) aralığında integrallenemez. 


3 
D) İfoyax-7 
0 


3 
E) (o-5 
o 





11. 


e 
peesinx dx 
1 


integralinin değeri aşağıdakilerden hangisine 











eşittir? 
2 2 
A) — ye gi 
2 
12. 
In(9—x) 


: in(9—x)*-in(x-—-3) 
integralinin değeri kaçtır? 


A) 1 B)2 o) 3 D) 4 E)5 
































5 
1(X)>x4x-—2000-inx* feci dx 
3 


olduğuna göre, f nin ekstremum noktasının 
apsisi kaçtır? 
A) 1000 


B) 500 o C)58 





SİNX * COSX 
sinx —cosx *-İ 


ja... ola 


integralinin değeri kaçtır? 





in2 
je Mdx 
0 


integralinin değeri kaçtır? 


Aje 








Kk 








. A)e-2 


La 


integralinin değeri kaçtır? 


Xx 
dx 


B) 2-2 


D) 2e9 -1 


A) ni 


D 


vV3 41 


3 





olduğuna göre, (—— 


kaç olur? 





m 


4 


C) 2(e3-1) 


E) 28 











integralinin değeri 


D) 48 


E) 60 


e 





go 
2 


LE 








| 























y — 1() in grafiği verilmiştir. 





—1, x<0 ise 
4(X)-30, xXz0 ise 
1, Xx>0 ise 


5 
Az | (gor) ak 
—5 


olduğuna göre, A kaçtır? 


A) O B)3 Cc) 4 


8. Aşağıdaverilen y — f(x) fonksiyonunun grafiğine, 
gratik üzerindeki A(3, k) noktasında çizilen teğet 
ax *y > O doğrusuna paraleldir. 


u? 42 
| ui 


x 


du 





olduğuna göre, a * k kaçtır? 





7. Aşağıdaki şekilde, (<3, 0), (4, O) noktalarından ge- 
çen ve (-İ, 0) noktasında x eksenine teğet olan 












3 
jvx #9 dx 
y3 


integralinde x - 3- tan8 dönüşümü yapılırsa 
aşağıdaki integrallerden hangisi elde edilir? 








D 


— 
© 
ola... Ela 
O 
Ojn 
VİD 
D 
vu 
© 
ola... pla 

8 
o 
İS 


© 
ojla«.. wja 
e 
D 
© 
ola. pla 
İs 
D 








10. A(1, 4) ve B(5, O) noktasından geçen f tonksiyonu 
R* da türevli ve süreklidir. 


x-f(x)dx—10 


İ(xX)dx-A 


—ğ. Aa a 


olduğuna göre, A kaçtır? 


A)- B-— O)- D-7 





























” 
ei 
: x2 41 
integralinin değeri kaçtır? 
in4 
Ay 2 
2 


D) in2 





(sin x— cos x) dx 


İN GE 


integralinin değeri kaçtır? 





2 


v3. Ep) 
2 


D) 








G5)“ 


integralinin değeri kaçtır? 





a2 e 01 





A) ie B) “fg 








Cc) 0 





x<2 ise 
X2 -2x43, x>2ise 


3 
olduğuna göre, Leo) dx kaçtır? 
a1 


53 100 
mw. e a me se 
6 3 
e? 
| 
X 
e 


integralinin sonucu aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 

3 
A)1 B) in3 Ee le 


3 3 
Re E) —-*2in3 
D) e ) 5 








4 > Xx 
d > 2 ame) ta 


Kii © > 
dxl3 m 42 p uv 1t2 


ifadesinin sadeleştirilmiş biçimi aşağıdakiler- 
den hangisidir? 


A) 20X *x) g XX gp 45X18. 
Xx 42 X2 42 X 42 
2 2 
2 XxX“ 46X45 
D) XxX k4x* E) z 
Xx 42 Xİ 42 





z 

İ dx 

Z sin? x.cos”x 
6 


integralinin sonucu aşağıdakilerden hangisi- 
dir? 


A) 2 B) 1 c) N3 D) N3 E) 23 
3 3 2 3 
Yandaki şekil- 


de f fonksiyo- 
nunun grafiği 
verilmiştir. 





Buna göre, 


2 
froe —2x-3)(3x2 -2)dx 
—1 


integralinin değeri kaçtır? 


A) O B)1 C2 D)3 p)4 


” .— - amaaan ar 2 ve amma 


integralinde eX* — u dönüşümü yapılırsa aşağı- 
daki integrallerden hangisi elde edilir? 





1 guti — 
A) | du B) | e .inudu 
u 
o 1 
1 pr e 
o) | —au D) flca,edu 


(0) 1 


o 
E) | (og, e) e“ du 
— 





ii. 


12. 


1 
J2)e dx 
0 


integralinin değeri kaçtır? 


Ae B)et1 


Co) e-1 


D)2e4*1 E)2e-1 


Yandaki şekilde 3. 
dereceden y — f(x) 
fonksiyonunun gra- 
fiği Ox eksenine 1 
apsisli noktada te- 
ğettir. 





Fonksiyonun x - —1 apsisli noktasında teğeti olan 
d doğrusu x eksenini (-2, O) da, y eksenini (0; 2) 
de kesmektedir. 


1 
Buna göre, İfaofde)dx integralinin değe- 
a 





ri kaçtır? 
—i — 1 1 
A — B) — Cc) — D) — 1 
İz “EE, e) 15.“ 8 
| arctanx dx — x-arctanx— | dx 
1x2 


1 


olduğuna göre, Jaretanx dx ifadesi aşağıda- 
0 


kilerden hangisine eşittir? 











1 1 
T Xx Tr X Dİ 
A)—- dx B)—4 dx G)— 
z İsi r e va 
1 

IK 

D) x-arctanx — dx — 

İn v2 


0 


















































a 


Bir fonksiyonun belirli bir aralıktaki integrali ile alan arasındaki ilişkiyi basit bir örnek- 
ten yola çıkarak ortaya koyalım. 


A. İNTEGRAL İLE ALAN 
ARASINDAKİ İLİŞKİ 
ay ys6vey 2 doğruları ile sınırlanan bölgeden 


3İ7 —> y-6 xzivexz6ilesınırlanan kısmın alanını integral- 
i le ifade edelim: 








S bölgesinin alanının 20 birim kare olduğuna dikkat 
ediniz. 
6 6 
| (6 —2)dx- | 4dx 
1 1 





Il 
pp 
x 

a on 0) 


-4(6—1) 
20 dir. 


Yazdığımız integral S bölgesinin alanına eşittir. Buna göre, 
6 

ge | (6 —2)dx 
1 


diyebiliriz. 


Acaba bu durum genellenebilir mi? Yani, yukarıdaki eğrinin denkleminden 
aşağıdakinin çıkarılmasıyla oluşan belirli integral ilgili alanı verir mi? 


y-2vey - -6 doğruları ile sınırlanan böl- 
geden x - 1 vex - 6ile sinirlanan kismin 
alanını integralle ifade edelim: 


S bölgesinin alanının 20 birim kare olduğu- 
na dikkat ediniz. i 





S bölgesinin alanını integralle ifade edelim: 






































> 6 
(1c9)-C)lax- | 4x 
: 1 





6 
—4x| 
1 


— 4(6-1) 
-20 dir. 


Yazdığımız integral S bölgesinin alanına eşittir. Buna gö- 
re, 


6 
Su | (<2) —(<6)ldx 
1 


diyebiliriz. 
ya y2vey --2doğru- 
ları ile sınırlanan bölge- 
den x < 1 vex - 6ile 
sınırlanan kısmın alanı- 
: nı integralle ifade ede- 
ys? i 
Si lim; 





6 
g- fız-cay dx 
1 


diyebiliriz. 


Ox eksenine göre, üç farklı konumda olan bölgelerin 
alanını integralle ilişkilendirmede ortaya çıkan sonuç 
şudur: 








Bölge (ya da eğriler) hangi konumda olursa olsun, 
yukarıdaki eğrinin denkleminden aşağıdaki eğrinin 
denkleminin çıkarılmasıyla oluşan belirli integral, böl- 
genin alanını ifade etmektedir. 


b 
S- | if) atldx 





e 











Ümek .1 


yax 
y2x 


ile sınırlanan bölgenin alanı kaç birim karedir? 





2 4 5 
A) — B) 1 GO) — D) — 2 
) 3 ) ) 3 ) 3 E) 
Çözüm 
ği İlk önce iki eğrinin ke- 
ye yek sim noktalarını bulalım. 
yx 
N -ya2x 
ii 0-x2 —2x 





Xx O veya x - 2 apsisli noktalarda bu iki eğri kesişir. 


Dolayısıyla, istenen alan: 


-5 birim karedir. 


Cevap C 


Uygulama 


Vx 











Şekilde, y - e*eğrisiilex -—1,x-5vey>0 doğru- 
ları ile sınırlı bölgenin (boyalı bölgenin) alanı, 


5 
s- je dx br? dir. 
—1 























Şekilde taralı (boyalı) bölgenin alanı, 


2 
S- | (Vöx -x?)ax bi? dir. 





Şekilde, y — e* ve y - 4e“ fonksiyonlarının grafikleri ve 
y ekseniyle sınırlı olan taralı (boyalı) bölgenin alanı, 
In2 


Sis (4 * e yar br? dir. 
(0) 





“ Yukarıdaki şekilde, denklemi Yx 4 /y -1 olan grafik 
verilmiştir. 
VE İY >1 ise ÇŞy >1-vx 
2 
ise y- (4 isli ) 
ise yz1-2j/x ix olur. 
Şekildeki taralı (boyalı) bölgenin alanı 


1 1 
s- (yak Jax sak br? olur. 
0 


0 








pe ie 


b > 0 olduğuna göre, 


b 
|(8x-x2)dx 
0 


integralinin alabileceği en büyük değeri bulalım: 


Çözüm 


Aşağıda y - 3x — x? eğrisi verilmiştir. 





Belirli integral ile alan ilişkisi düşünüldüğünde, verilen 
belirli integralinin en büyük değerini alabilmesi için in- 
tegralin sınırları, O ile 3 olmalıdır. Buna göre, 


b 3 
f(8x-x Ydx — f(5x-x? )dx 
0 o 


2 31 
Ja.) 
2 3 İş 


g> 3 
işa 
9 
-— dir 
2 
b 
Buna göre, fısx —x )dx integralinin alabileceği en 
0 


büyük değer z dir. 


Uygulama 


iy 
yax?—x-2 











Şekildeki taralı (boyalı) bölgenin alanı 


2 2 
flo —x-2)ldx—— fo -x-2)dx br? dir. 
a1 —i 



























































mek .3 


y > xX2—4x 


eğrisi ve Ox ekseni ile sınırlanan bölgenin alanını bu- 
lalım. 


Çözüm 


Ox ekseni y < O doğrusudur. 


İlk önce iki eğrinin kesim noktala- 
rını bulalım: 

yx2 4x 
- yo 

0X7 4x 





Xx 0 veya x - 4 apsisli noktalarda bu iki eğri kesişir. 


Buna göre, istenen alan: 


4 
s- İ (0 —(x2 -Ax)ldx 
0 : 











y > X& —4x parabolünün tepe noktasının apsisi 2 or- 
dinatı — tür. 





Şekildeki OABC dikdörtgeninin (Her zaman kare 


oluşmayabilir.) alanı 16 birim kare, S alanı > birim 
karedir. Yani, 


S-Z-A(OABO) dir. 


Bu bütün paraboller için geçerlidir. 








Uygulama 


Aşağıda, tepe noktası (1, 4) ve x eksenini D(-İ, 0), 
C(8, 0) olan y — xZ - 2x- 3 parabolü verilmiştir. 


yx2—-2x—-3 








Şekildeki taralı (boyalı) alan 


3 
2.A(ABCD) 2.4.4 32 
3 © 3 3 





dir. 


Uygulama 
Aşağıda, tepe noktası (r, k) olan parabol verilmiştir. 


ysaxX$bxtc 











Şekildeki taralı alan — br? dir. 


di 


ya Yandaki taralı alan 
yax 
ya2x13 


y>—xt6 





| eğrileri ile sınırlanan 
bölgedir. 


y* 


ol 


Buna göre, taralı alan kaç birim karedir? 


A) 12 EN o 8 


y - Xx parabolü ile y - 2x * 3 doğrusunun kesim nok- 
tasını bulalım: i 


şakak kkk anan nl aşma eee 























X2 -2x t3isex--idir. (x-3de kesim noktasıdır. 
Fakat, taralı alanla ilgili değildir.) 


y - X parabolü ile y — — 4 6 doğrusunun kesim nok- 
tasını bulalım: 


X2 --x46İisex-2dir. (x - de kesim noktasıdır. 
Fakat, taralı alanla ilgili değildir.) 


ys 2x t3doğruiley——x 4 6 doğrusunun kesim nok- 
tasını bulalım: 


2X43--x-46isex-idir 


Şekli bu üç noktaya göre düzenleyelim: 








S alanını birtek integralle ifade edemeyiz. 


X 1 in sağında ve solunda yukarıdaki eğri farklıdır. 


1 
Sı“ |(2x43)-x2 Idx 
a 


1 
3 

-Jse 0x2) 
3 li 


erenlere) 
li #82 easy) 


> birim karedir. 





2 
Sp > (-x46)-x2 Jax 
1 


— 2 birim karedir. 
6 
SS, *S, 


1 2 
- f1(2x43)-x2 dx * f1-x46)-x2 Idx 
4 1 


-> birim karedir. 


Cevap E 


ii 








Yukarıdaki taralı alan 
ys cOsX 
eğrisi Ox ekseni ve Oy ekseni ile sınırlanan bölgedir. 


Buna göre, taralı alan kaç birim karedir? 


A) 3 B) 2 o) 4 Dz p 5 








Taralı alanı bir tek integralle ifade edemeyiz. 


X -5 nin sağında ve solunda yukarıdaki eğri farklıdır. 


-sin—— sinO 
2 


İİ birim karedir. 





-2 birim karedir. 





















































S-S, 1-8, 


> 2 
— | (cosx-0)dx * İ (0—cosx)dx 
0 Ea 
2 
—142 


-3 birim karedir. 


UYARI 


cosx periyodiktir. Bunun için, S, alnını hesaplamak ye- 
terli olur. Şekilden de anlaşılacağı gibi S, — 2S, dir. 


Cevap A 


Üni 6 





Yukarıdaki şekilde y — t(x) in grafiği verilmiştir. 
S, s 10 birim kare 
S, > 4 birim kare 


5 


olduğuna göre, İ t(X) dx integralinin değeri kaçtır? 
—3 
A) 14 B) 12 Cc) 8 D) 6 E)4 


Çözüm 


S, bölgesini yukarıdan 16) aşağıdan Ox (y - O doğru- 
su) sınırlandırmaktadır. Buna göre, 


wi 
S5 f1f60—o1dx 
& 


2 
10- (| 1f6)-0)dx 
-3 


2 
frojax-10 (A) 
pe! 


olur. S, bölgesini yukarıdan Ox (y > O doğrusu) aşağı- 
dan 169) sınırlandırmaktadır. Buna göre, 





5 
S, - flo-t(wlax 
2 
5 
4-- (to)dx 
2 


5 E 
Jfoydxs-4 e (AA) 
2 


Bu durumda 


5 2 5 

| t6)ax- | toyox fix 

— 2 
-104(-4) 


-6 olur. 


Cevap D 






















Hangi konumda olursa olsun, alan daima pozi- 
tif bir reel sayı ile ifade edilir. 


2. Belirli integralin değeri bir reel sayıdır. (Pozitif, 
negatif ya da sıfır.) 


3. İntegralile alan ilişkilendirilirken, 


a. Alan Oxekseninin üzerindeyse, alanı ifade 
eden sayı integrali de ifade eder. 


b. Alan Ox ekseninin altındaysa, alanı ifade 
eden sayının toplama işlemine göre tersi in- 
tegrali ifade eder. 











İ S,-6 br?2, 
/ S, - 10br?, 
-3 Ez z - 

S.E ig 8 br? 





olduğuna göre, | İ(x)dx integralinin değeri kaç- 
tır? 3 























Çözüm 


7 0 5 7 
Jtoyax- f t)d4 (foyoxı (tdk 
3 0 5 


--6410-8 


-- tür. 


Cevap A 


Yandaki şekilde 
y1() in grafi- 
ği verilmiştir. X 
ekseninin Üst 
kısmındaki ta- 
ralı (o bölgenin 
alanı S, br? ve x 


ekseninin alt kısmındaki taralı bölgenin alanı S, br? dir. 








Buna göre, 

5 2 5 

| ter İ İ(x)dx* Ja 
— -2 2 


Ke . 8 
2 


İ 4—x dx 

— 
integralinin değerini bulalım. 
Çözüm 


N 4—x2 dx integralinin eşiti 


*G dir. Bu eşiti bulmak oldukça 


zordur. Bu nedenle farklı bir yöntemle belirli integralin 


sonucunu bulalım: 


Aşağıda Şekil ide y-x4— X bağıntısının grafiği ve- 


rilmiştir. (2 4 y? — 22, merkezi (0, O) ve yarıçapı 2 br 
olan çember belirtir.) e, 


b 





XV 


-2 0 2 


xy 


Şekil 1 Şekil 2 


Şekil 2 deki taralı (yarım dairenin) alanın değeri, 


x-2 2 
—2x br 
5 r 





dir. 
Şekil 2 deki taralı alanı integralle ifade edecek olursak, 


2 
(va -x dx27 olur. 
> 


Ül nek . 9 
6 
JİN S6 -(6-x)İ dx 
o 


integralinin değeri kaçtır? 


A) 9(x-2) B) 9(x- v3) C) 9(a-y2) 
D) 3V2(x-2) E) 2/3(x-2) 
Çözüm 


(36-2 -(6-x)| dx 


O Onam, V 


integrali yukarıdan y — v 36 —x2 ile aşağıdan y—6-—Xx 
ile sınırlanan bölgenin x — 0 ile x — 6 tarafından sınırla- 
nan kısmını ifade eder. 


Bu koşullara uygun şekli oluşturalım: 
























































Şekildeki dairekesmesi, 90 derecelik merkez açıya kar- 
şılık gelen daire diliminden, kesmeyi gören ikizkenar 
diküçgenin alanının çıkarılmasıyla bulunur. 


TE -(6-x)İdx-8 
(1) 


1 p | 
-—.n-6“ ——.6-6 

ae 
S-9(x—2) olur. 


Cevap A 


<5 PE“ 5 5 
v2 


Yukarıda y — x doğrusu ile yarıçapı 5 br olan merkezil 
çemberin kesiştiği noktanın apsisi verilmiştir. 





Şekildeki taralı (boyalı) bölgenin alanı 


(Y25-x2 —x)dx br? olur. 


o 

















lerin alanını integralle ilişkilendir- 


AY 
“İYİ xz8aW) O medeortaya çıkan sonuç şudur: 


Bölge (ya da eğriler) hangi ko- 
numda olursa olsun, yukarıdaki 
eğrinin denkleminden aşağıdaki 
eğrinin denkleminin çıkarılmasıy- 
la oluşan belirli integral, bölgenin 
alanını ifade etmektedir. 





al 
21 ——— 
0 








b 
s- fiitw-atyldy 





| eksenine göre, üç farklı konumda olan bölge: | 





mek .. 10 


xs y2—-4 
eğrisi ile y ekseninin sınırladığı bölgenin alanı kaç 
birim karedir? 


2 
A) — g8 > D) 16 E) 24 
Gözüm 
1. Yol 
iy x, y ye bağlı ifade edildi- 
ği için y yi çekip x e göre 


integral almak yerine, Y 
ye göre integral almak 
kolaylık sağlar. 











2 
s- f10-0y? —ayldy dir. 
-2 


>> İv -4)dy>-2. İ -4)dy<E br? dir. 


2. Yol 
2 
Be. ALABCD) 
2 
- —-|ABİ-İBC 
ii Nel 
-2.a.a 
3 


-Z birim karedir. 


Cevap C 


Uygulama 


y2 - 16—x parabolünün koordinat sisteminin 1. bölge- 
sindeki (x > 0, y > 0) parçası ilex-Ovey-0 doğru- 
larıyla sınırlı olan bölge aşağıda boyanmıştır. 


Ay Şekildeki taralı (boyalı) bölge- 
4 nin alani 


> Jena Jee- y Yay 





br? dir. 








| 




















Şekildeki taralı (boyalı) bölgenin alanı 


2 2 
f10-(y2 -2y)1ay- f(2y- 
o o 


mi .. 11 


iy 
İz 





-2 ) ti 2 Xx 


A) izm -(2-2x)İax 
J mi 


B) — -(242x)lax 
o 





Cc) a İY” e Dİ 
D) e 4x2 2 X)İax 
E) İs 4-y — 2*)lay 


y2)dy br? dir. 


Yandaki şekilde, yarı 
çember, bir doğru par- 
çası ve Ox ekseniile sı- | | 
nırlanan taralı alan veril- 
miştir. 


Buna göre, taralı böl- | | 
genin alanı aşağıdaki- 
lerden hangisine eşit- | 
tir? | 





Gözüm 


Şekilde verilen yarım çemberin birinci bölgedeki (x > O 


vey > 0) kısmı ile taralı alan oluşturulduğu için, ilgili kıs- 
mın denklemi: 


XxX -y” —4 tür 
X2 $y? — 
x-j4—y? 


olur. Verilen doğru parçasını üzerinde bulunduran doğ- 
runun denklemi: 


Pe am 
2 
2— 


LR 





2 


olur. Taralı bölgenin alanını, Ox eksenine göre integral 
alarak hesaplamak iki belirli integral yazmayı gerektirir. 
Çünkü, x — 1 in sağında ve solunda aşağıdaki eğri fark- 
lıdır. Uygun olan taralı bölgenin alanını Oy eksenine gö- 
re integral alarak hesaplamaktır. Buna göre, taralı alan, 


S— İN 424) dy olur. 


0 
Cevap E 
Uygulama 
Şekilde grafiği verilen bire bir ve örtendir. 
t:l,21 J2, 4) fonksiyonunun tersi f” dir. 
Yt 











a i > i $ Ra ii Z 
o 1 2 o 1 2 (0) 1 2 
Şekil 1 Şekil 2 Şekil 3 


2 
Şekil 1 deki taralı alan fioox e eşittir. 


4 
Şekil 2 deki taralı alan f” (X)dx e eşittir. 
2 


2 4 
Şekil 3 deki taralı alan fide İl (x)dx e eşitür. 
2 


























RE 
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Belirli integral ile hacim hesabi arasında, alan ile belirli 
integral arasındaki gibi bir yaklaşımla ilişki kurulabilir. 
Ancak, doğrudan sonuçları vermekle konuyu ortaya 
koyacağız. 














y — f6) eğrisi, x <a, x - b doğruları ve Ox ekseni ile 
sınırlanan bölgenin (boyalı bölge) x ekseni etrafında 
360” döndürülmesiyle oluşan dönel cismin hacmi: 


b 
Vr | (012 dx birim küptür. 








b pr mir 

















ie 


Y-5 


eğrisi, x - 3 doğrusu ve x - ekseni ile sınırlı bölgenin x 


ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan cismin hacmi 


ST 
İz) d br tür. 
0 





ğü mmek.. 12 
3 


Xx 


ile sınırlanan bölgenin, x ekseni etrafında 3609 döndü- 
rülmesiyle oluşan cismin hacmi kaç birim küptür? 


8 
Ay Ek o Der BE 














> birim küptür. 


Cevap A 


Uygulama 











Şekildeki gibi, y - e* eğrisi ile x——1,x-5vey-0 
doğruları ile sınırlı bölgenin (boyalı bölgenin) x ekseni 
etrafında 3609 döndürülmesiyle oluşan dönel cismin 
hacmi 


5 
r- fe 2 br tür. 
—i 





msm pk öy 

















Uygulama 


x2 4 y? < 32 dairesinin x ekseni üstündeki kısmı (y > O) 
x ekseni etrafında 360” döndürülmesiyle oluşan cisim, 
yarıçapı 3 birim olan bir küre gösterir. Bu kürenin hacmi, 


SR | (82 —x2 dx birim küptür. 
-3 


Uygulama 


Şekil 1 deki taralı (boyalı) bölgex-y—-—ivex-y—1 
eğrisi ile x < 1 ve x — 3 doğrularının sınırladığı alandır. 
xyzl xyztl 


yi yi 





> 
Oo 





Şekil 1 


Şekil 1 deki taralı (boyalı) bölgeriin x ekseni etrafında 
180" döndürülmesiyle oluşan cismin hacmi 


 R 
vrf) dx birim küptür. 


Şekil 1 deki x- y --—i1 ile x- y - 1 eğrileri x eksenine 
göre simetrik olduğundan taralı (boyalı) bölgenin x ek- 
seni etrafında 1809 döndürülmesi ile 360“ döndürülme- 
sinden aynı şekil oluşur.) 


Şekil 1 deki taralı bölgenin x ekseni etrafında 180" dön- 
dürülmesiyle oluşan cismin hacmi, Şekil 2 deki taralı 
bölgenin x ekseni etrafında 360" döndürülmesiyle olu- 
şan cismin hacmine eşittir. 

























x - giy) eğrisi, y —c, 
ys d ve y ekseni tara- 
fından sınırlanan böl- 
genin (Taralı bölge) y 
ekseni etrafında 360” 
döndürülmesiyle olu- 
şan dönel cismin hac- 
mi: 


Vr İl |a(y)12 dy birim küptür. 


Cc 











S-/((Xy):x*ys7,15ys4,x20) 


yüzeyinin y ekseni etrafında 3609 döndürülmesiyle olu- 
şan cismin hacmi 


4 
Vsn İ(7-y)15 ay birim küptür. 
1 


Uygulama 
Ay yax 
2 
< >y2 
S 
o Xx 





S-(X.y:yzax,ys2vex,ye Rİ 


yüzeyinin y ekseni etrafında 180 döridürülmesiyle olu- 
şan cismin hacmi 


2 
V-x | e İN dy birim küptür. 
0 


S yüzeyi y eksenine göre simetrik olduğundan taralı 
(boyalı) bölgenin y ekseni etrafında 180" döndürülmesi 
ile 3609 döndürülmesinden aynı şekil oluşur. 








Uygulama 
Ay AY 
3 İs 
| Ss 
-3 | 3 > -3 3 > 


s-İx, yiiysv9—x2 y>ol 


yüzeyinin y ekseni etrafında 180? döndürülmesiyle olu- 
şan cisim, yarıçapı 3 birim olan yarım küredir. Buna gö- 
re, oluşan yarım kürenin hacmi, (y ekseni simetri ekseni 
olduğundan 1809 döndürülmesi yarım küre oluşması 
için yeterlidir. 3609 döndürülse de sonuç değişmez.) 


(YZYE ) dy birim küptür. 


Vr 


O Kaan 2 























TEAM ARAN E 
ER “e GA 























Enek . İ3 


S-(X,y)2X1yS54,x20,y>0$ 


yüzeyinin y ekseni etrafında 360” döndürülmesiyle 
oluşan cismin hacmi kaç birim küptür? 








S yüzeyi Oy ekseni etrafında döndürüleceği için, y — O 
ile y - 4 aralığında, 





- birim küptür. 


2. Yol 2 


S yüzeyinin y ekseni etrafında 3609 döndürülmesiyle 
oluşan cisim, yarıçapı 2 birim ve yüksekliği 4 birim olan 
dik konidir. Buna göre oluşan koninin hacmi 


vİzrth 
3 
-İ.n.22.4 
3 


-— birim küptür. 


Cevap E 

























Yy g(x) eğrisi, xa, 
xs bvey — f() tara- 
fından sınırlanan böl- 
genin (Taralı bölge) Ox 
ekseni etrafında 360“ 
döndürülmesiyle olu- 
şan dönel cismin hac- 
mi: 








| il 


b 
>n İltooj? -İax)1? Jax birim küptür. 








iy .14 


Ay ys—x 12 
ys—2x4*4 


doğruları ve Oy ekseni ile 
sınırlanan yüzeyin Ox ekse- 
ni etrafında 360* döndürül- 
mesiyle oluşan cismin hac- 
mi kaç birim küptür? 








A ye ği Bar“ Ea 
3 3 

Çözüm 

1. Yol ' 


2 
V -x JiC2x14” —(<x42)2 Jdx 
0 


2 
—n | (8x -12x412)dx 


2 
—R(Xİ —6X2 412x)| 
0 


-r(23 -6.22 412.2) 
-8x birim küptür. 








j 
i 


dll klima yanak sAN 











2. Yol 


S yüzeyinin Ox ekseni etrafında 360 döndürülmesiyle 
oluşan cisim, yarıçapı 4 birim ve 2 birim yüksekliği 2 bi- 
rim olan iç içe iki dik konidir. Buna göre oluşan koninin 
hacmi 


iİ,e2 2 
V- İn(r2 -12 )h 
gn 2) 


-İ na? -o ye 


-8x birim küptür. 


Cevap E 


mek 4 15 


yz €& vey z e“ eğrileri ve x — 1 doğrusu arasında 
kalan alanın Ox ekseni etrafında döndürülmesi ile 
oluşan dönel cismin hacmi kaç birim küptür? 











Ne? Ts .g?2 
ay e gp 2:m:€ a 
3 3 2 
(12 10-2 . (12 2 
D) n-(e” se 2) E) n:(e" —e LD) 
2 2 
Çözüm 


v 





0 


SL 
— 


yze veye eğrileriilex —- 1 doğrusunun grafiği- 
ni çizelim. 


Şekildeki taralı alanın Ox ekseni etrafında döndürül- 
mesi ile meydana gelen dönel cismin hacmi, 


V sz je 2 SE 


1 
7 pe? -e . e2*)Ydx 

0 

e) 

al se? ee“ Ss) 

2 
e 

EE ka Rl 46? 2) birim küptür. 


Cevap D 











x zİ(y) eğrisi, y -c, 
ysadvexz-giy) tara- 
fından sınırlanan böl- 
genin (Taralı bölge) Oy 
ekseni etrafında 360” 
döndürülmesiyle olu- 
şan dönel cismin hac- 
Mi: 








N 


vx İlir? -le(y)1? )ay birim küptür. 


G 








ÜS nek .. 16 


y - & parabolüyle y —- x doğrusunun sınırladığı 
bölgenin y ekseni etrafında 360” döndürülmesiyle 
oluşan cismin hacmi kaç birim küptür? 


2r 8x 
Ay B) — CcC) — D 
li ) > ) ) ân E) 8n 


yx2 ise x- y ve 


yzx isex-ydir. 


Buna göre, 








- birim küptür. 
6 


Cevap A 




































y-4-—x2 eğrisi ve x ekseni ile sınırlanan böl- 
genin alanı kaç birim karedir? 


32 31 
AZ BM GS Do 
İ ) ) ) 


yz (x-2)2,y — x2 ve x ekseni ile sınırlanan böl- 
genin alanı kaç birim karedir? 


AZ B) £ 01 D) > EZ 


Aşağıdaki şekilde y — f(x) in grafiği verilmiştir. 





Aş HAp 20 br? 


3 
| f)dx-2 
Mr 


-1 
olduğuna göre, | İ(x)dx kaçtır? 
— il 


A10 B)1i Giz D20 EB2 


Osxsxolmaküzere,y-sinxvey - cosxeğ- 
rileri ile x ekseni arasında kalan bölgenin ala- 
nı kaç birim karedir? - 


A1 BNY2 G2 nye paya 


ys x2 4 2x eğrisi ile x ekseni ve x — 1 doğru- 
su arasında kalan bölgenin alanı kaç birim ka- 
redir? 


4 8 
A—- BE 
Iz )3 


10. 


Ja dx 
2 


integralinin değeri kaçtır? 


Ax Brxt1 C)as*2 D?lr E)3r 


yzxyz0ilex 1 doğruları ile sınırlanan böl- 
genin, x ekseni etrafında 3609 döndürülmesiy- 
le oluşan cismin hacmi kaç birim küptür? 


7 T T T r 
Ay ye vap DE — 
) > la Xa Li Eğ 


S-/((Xy):y22-x,ys4-2x,x>0) 


yüzeyinin y ekseni etrafında 360” döndürülme- 
siyle oluşan cismin hacmi kaç birim küptür? 


yeeğrisi,x - 1 doğrusu, x ekseni ve y ek- 
seni arasında kalan bölgenin x ekseni etrafın- 
da döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hac- 
minin kaç birim küptür? 


A) 0 -e) B)  — o Ee) 
re?) r-(-e) 
el 


1(X)  -2x 4* 4 doğrusuile g(x) — 4 — x2 parabo- 
iünün sınırladığı bölgenin y ekseni etrafında 
360“ döndürülmesiyle oluşan cismin hacmi kaç 
birim küptür? 

















Yy 4—xX parabolü x eksenini ap- 
sisi —2 ile 2 olan noktalarda kes- 





i 2 

Mei - Jo —4Xx44)dx 
: Şekilde görüldüğü gibi, oluşan ta- 1 

ralı bölgede yukarıda olan eğrinin 3 2 
denklemi y — 4 — x2, altta kalan İS ->esa:) 

| doğrunun denklemi y — O dır. 3 1 

i 3 

| Buna göre, istenen alan: -|E-> 22 44 )(£ —2.1E44 1) 

2 

i Ş- J14— )—(0)ldx - birim karedir. ... (5-5) 

-2 


| 1 i Buna göre, istenen alan: 
— | (4—x“)dx İ 
2 Bas ağla üçler birim karedir. 
3 83 3 


Cevap B 





— — birim karedir. 


Cevap A 


2. 


Verilen iki eğrinin kesim noktalarının apsislerini, ortak 
çözüm yaparak bulalım. 


(X—2) -x2 3. 


X2 —4X44—x2 ya 


x-1tdir. 


i 
il Si Se 











>eY 


3 
1 2 İfo)ex-2 ise 
— 


Şekle göre, x — 1 apsisli noktada alt ve üst eğrilerin de- 


ğiştiği görülmektedir. Buna göre, istenen alan iki ayrı in- 


si 3 
İ(X)dx-* Jf(x)dx>2dir. ... (2) 
tegra! kullanılarak bulunur. j j i 


-5 1 

1 3 Tİ 1 

S/- | (2 -0)dx—)| | — birim karedir. ... (9 
1 j 3İ) 3 


A, bölgesini, yukarıdan y — f(x) eğrisi, aşağıdan x ek- 
seni; A, bölgesini, yukarıdan x ekseni, aşağıdan y - f(x) 


ynam 
































eğrisi sınırlamaktadır. 


Buna göre, 


—1 3 
(1f60-01dx4 (10-t(xylax-A, EA 
— 1 

Sİ 3 
fivydx- (1) ax-20 dir. ... (##) 
-5 a 


() ile (xx) daki eşitlikler taraf tarafa toplanırsa, 
—1 3 
fo) dx * fa dx—2 
-5 1 


-1 3 
l fO)dx— (16) dx-20 
t -5 — 





olur. 


Cevap B 








.. 3 7 - 
Osxsnolmak üzere, apsisix—Ove Xx- 7 aralığın- 


da olan taralı bölge S,,, apsisi Xx -7 vex 7 aralığın- 
da olan taralı bölge S, olsun. 


S, bölgesinde yukarıda olan eğri denklemi y — cosx, 
alita olan eğri denklemi y — sinx tir. 


S, de yukarıda olan eğri denklemi y — sinx, altta olan 
eğri denklemi y — cosx tir. 


İstenen alan S, 4 S, dir. 


(cos x-—sin x)dx 


9 
Ii 
o——>mju 


| 


(sinx—cos x) dx olur. 


(40) 
Nİ 
li 
pPİm— 


KL 
4 

S, -| (cosx-—sinx) dx 
o 


Li 
: 4 
—(sinxscosx) | 
o 


(sn cos) —(sinO 4 cos0) 
4 4 


ni 


Kp -1 birim karedir. 


(sinx—cosx) dx 


92) 

w 

l 
Ra ——©—aa 


-(-cosx-sinx) 


nla —a 


-(-c05x-sinn) -( cos? - sin) 

4 4 
142 birim karedir. 

Buna göre, 

S, 4S, -(v2-1)4(14V2)-22 br? olur. 


Cevap E 





y —x 4 2x parabolü x eksenini apsisi -2 ile O olan nok- 
tada kesmektedir. 
Şekilde görüldüğü gibi, S, ve S, alanları oluşur. 


S, taralı bölgesinde (apsisi —2 ve 0 olan aralıkta) yuka- 
rıda olan doğrunun denklemi y — 0, alita kalan eğrinin 
denklemi y —x2 *2x tir. 

S, taralı bölgesinde (apsisi O ve 1 olan aralıkta) yukarı- 


da olan eğrinin denklemi y — x2 * 2x, altta kalan doğ- 
runun denklemi y — O dır. Buna göre, 





pia 


























- - birim karedir. ... (*) 


-2 birim karedir. .. (44) 


S, ve S, alanları toplamı istenen alandır. 


“Buna göre, 


Cevap B 


6. 


Verilen integral, yukarıdan y > vVa—x2, aşağıdan x ek- 


seni (y — O doğrusu) ile sınırlanan bölgeyi ifade eder. Bu 
koşullara uygun şekli oluşturalım: 


ya 








Şekildeki daire kesmesi, 180 derecelik merkez açıya 
karşılık gelen daire dilimini (yarım daireyi) gösterdiğin- 
den, verilen integralin değeri yarım daire diliminin ala- 
nına eşittir. Bu durumda, 


2 
| A0 dez ln. 
—2 2 


z2x olur. 


Cevap D 








yxys0ilex 1 doğruları ile sınırlanan bölgenin, 
x ekseni etrafında 3609 döndürülmesiyle oluşan cismin 
hacmi 


V—x | If? (x)-02 Jdx 


—n | x2 dx 
1 
ki 
Yİ SE 
3 lo 
»B 
ZA —— 
3 
—-İ birim küp 
Cevap B 
8. 
1. Yol 











ys2-xisex-2-yvey-4—2xise 



































x-9-X dir. 
2 


Buna göre, S yüzeyinin y ekseni etrafında döndürülme- 
siyle oluşan cismin hacmi 


verİle KY fever 


o 
4 

-n İfa aye” Jay Je —Ay*y”)dy 
o 





-- birim küptür. 


2. Yol 
S yüzeyinin y ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan 
cisim yarıçapı x ekseni üzerinde 2 birim ve yüksekliği 2 
ve 4 birim olan iç içe iki dik konidir. 
Buna göre, oluşan dik koninin hacmi 
V—2r? (hş -h 
3 (hş —ha) 
T 02 
-—2 (4-2 
2 (4-2) 


-— birim küp olur. 


Cevap A 





yz e*eğrisi ile x — 1 doğrusunun grafiği yukarıdaki şe- 
kilde verilmiştir. 


ye eğrisi, x - 1 doğrusu, x ekseni ve y ekseni ara- 


sında kalan bölgenin x ekseni etrafında döndürülmesi 
ile oluşan dönel cismin hacmi, 














Cevap E 


10. 


16) > —2x 4 4 doğrusu ile g(x) - 4—x2 parabolünün sı- 


nırladığı bölgenin y ekseni etrafında 3609 döndürülme- 
siyle oluşan cismin hacminin kaç birim küp olduğunu 
bulalım: 


(y4—x 


ve y--2x-x4)ise, 
4—x2 --2x44 ise, 
(Xz-0 veya x-2)dir. 


Xz-0 iken y-4 tür. 





NOx x-2 iken y-Odır. 


Buna göre, iki eğrinin kesim noktalarının ordinatları O ile 
4 tür. Bu durumda 


sağ eğri g(x) - 4—x2, sol eğri f(x) -—2x *4 tür. 


Vr | EY (ZE) ay 


Cevap A 





aşi lanan 





1. 











y - xZ parabolü ve y - -x doğrusu arasında ka- 
lan bölgenin alanı kaç birim karedir? 
a 


AZ B) £ 6) Zi D 





yzlxj 
yax 


eğrileri ile sınırlanan bölgelerin alanları top- 
lamı kaç birim karedir? 


Zi 


AŞ B) > C) 1 





Aşağıda y — sin3x. sin2x eğrisinin jo. 2) ara- 


lığındaki grafiği ile x ekseni arasında kaları alan bo- 
yanmıştır. 


yzsinx.sin2x 





Buna göre, boyalı bölgenin alanı kaç birim ka- 
redir? 


1 2 3 4 
Laz — G)— D 
A5 B 5 15 Iş 





(©) —y, x-2, x-5 ve x ekseni arasındaki alan 
20 birim karedir. 


5 
Buna göre, fiyex en az kaçtır? 





A)-40 B)-20 C)0 








f, reel sayılarda tanımlı artan bir fonksiyon olmak 
üzere, f(a) —f(b) -4 tür. 


yf'(x) eğrisi, x-a, x-b doğruları ve x ek- 
seni arasında kalan bölgenin alanı kaç birim ka- 
redir? 





A) 1 B)2 o) 4 D)8 











1. (a, b) aralığında; f pozitif, g negatif değer 
alan iki fonksiyondur. 


il fd) sy, xsa, x-b ve x ekseni arasındaki 
alan 12 birim karedir. 


IN. gö) >y, xsa, x-b ve x ekseni arasındaki 
alan 15 birim karedir. 


b 
Buna göre, f-exayex integralinin değeri 
a 
kaçtır? 


A)-3 BO C)24 




















7. Aşağıdaki şekilde,y— e“eğrisiiley—3,x—in6, 
x ekseni ve y ekseni arasındaki alan taranmıştır. 








> 
x 








xİn6 
Buna göre, taralı bölgenin alanı kaç br? dir? 


A)2 *in8 
D) In16 


B)1i*in8 C)2 *in6 


E) In9 





8. e eğrisi ve x-a, x-a2, x-a” doğruları- 
X 
nın grafiği aşağıda verilmiştir. 


S, ve S, içlerinde 

bulunduğu taralı böl- 

gelerin alanları olmak 
“ üzere, 


y 






1 
Ya» 


S,zS,*2 dir. 





© 10 


11. 


Ayten, x sayısını f0, 11 aralığından, y sayısını (0, 5) 
aralığından belirleyecektir. 


Ayten, belirleyeceği x ve y sayılarını y < x3 eşit- 
sizliğinde yerine yazdığında eşitsizliğin doğru 
olma olasılığı kaçtır? 


Ay 


1 
B) —— 
20 ) 15 





c integral sabiti olmak üzere, 
fay —A4Asin? x4c 
eşitliği veriliyor. 
EA LL 7 N 
Yyzf() eğrisi, x— 5 ile x— > doğruları ve x 


ekseni arasında kalan bölgenin alanı kaç birim 
karedir? 


A) 1 B) 2 co) 3 D) 4 E)5 


geo 
2 


EN 





Şekildeki, y — x2 parabolü, x — 1 ve x ekseni 


arasındaki taralı bölgenin alanı kaç birim kare- 
dir? i 


AZ B) > o) 1 



































yx2r*1 parabolü, yax ve x-2 doğrusunun 
grafikleri aşağıda verilmiştir. 





5 7 8 
m 
)3 )3 5 





Aşağıda yz fonksiyonunun grafiğinin 


bir kısmı verilmiştir. Taralı bölge; y — f(x) eğrisi ile 





Xxzİ,X3, y-0 doğruları arasındadır. 





Taralı bölgenin alanı A br? olduğuna göre, aşa- 
ğıdakilerden hangisi doğrudur? 


3 1 
A) A- (f0ydx B) AZ ffo)dx 
1 3 
16 15 
C A- — D A—-2l ER 
) SikrTe ) nz 


2 3 
E) A İfo)dx (food 
1 2 








3. 


5. 


y-ve” eğrisi, x—-In3 doğrusu, x ve y ek- 
senleri arasında kalan bölge x ekseni etrafında 
3609 döndürülüyor. 


Bu döndürme sonucunda oluşan cismin hacmi 








kaç birim küptür? 
A) B) 2x C) 3x D) 4x 
Bi M 
Ye eğrisi; xX-3, x - 7 doğruları ve xek- 


seni arasında kalan bölgenin x ekseni etrafın- 
da 360" döndürülmesiyle oluşan dönel cismin 
hacmi kaç birim küptür? 


167 8x 
beee m Oya 
A) 5 B) > )Y4n D)8x 








Aşağıdaki şekilde, y - e“ eğrisi iley —3,x—In6, 
x ekseni ve y ekseni arasındaki bölge tararimıştır. 





yad 








xzins 


Buna göre, taralı bölgenin x ekseni etrafında 

360" döndürülmesiyle oluşan şeklin hacmi kaç 

birim küptür? 

A) (2--1n8)x B)(44*9in2)x C)(24*1n6)x 
D) xin16 E) aln9 
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Bölüm 31 : Bir Mektadaki 1. Türevin Yorumu 











Test 7 T-A 2-8 3... 4-D >-A 
Tesi 2 Tc 2-D 3-B 4-C >-D 
Tesi 8 1-8 2-E 3-A 4-D -C 


Bölüm 32 : 1. ve 2. Türevin Anlamı 





9-A 
9-E 








Test | 1-D 2-B 3-B 4-A >-B 
Tesi 2 T-A 2-8 3-C 4-A >-D 
Test 3 TA 2-D 3-D 4-B 


İri Evo mamarımı Elpmilerı 5 
Bölüm 33 : Ekstremum Problemleri 








Tesi 1 1-8 2-A 3-8 4-E > 
B-A o 148 15-E 
Test 2 TA 2-D -D.4-A >-D 


Bölüm 34 : Türevin Pelinoma ve Limite Uygulanışı 


“Bölüm 357 : Belirli Integral 





9-C 


9-D 


9-D 








Test 1 1-B 26: 3B 4D SA 
138 O 14C 15C  16A 

Test 2 1-8 2A SA 4D) 5 
3D ME 158 16-8 

Test 3 e ee e 


Pali © Mimle ii 
Bölüm 36 : integrelin Uygı 


9-B 


9-B 
9-E 
7-D 





o m KA AMAR Pİ ARARKEN Sir RİSE AKİ Fes Sr e ELİN SİLE NESE YE EMEYEL ERLER HAYRİ 2 ŞERİ EYER MP AED BİLEK ME EE AE EŞ 


Y-E 
d-A 














